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PRÉFACE. 


Ce Cours s'adresse à des débutants, mais familiarisés déjà avec 
l’enseignement reçu dans les classes de Mathématiques spéciales : 
nous avons donc jugé inutile de revenir sur cet enseignement, et 
nous supposons connus du lecteur les principes fondamentaux 
des théories des séries, des logarithmes, des dérivées, des quan- 


tiltés imaginaires et de la Géométrie analytique. 


Nous avons suivi à peu près exactement l’ordre fixé par le pro- 
gramme actuel des études à l’École Polytechnique; c’est ainsi que 
l’on trouvera dans ce livre, après l’exposé de la notation différen- 
uielle, un assez long Chapitre consacré à la Géométrie infinitési- 
male, et, en particulier, à la courbure, aux développées successives, 
au cercle osculateur d’une courbe plane : il a semblé en effet avan- 
tageux, au risque de briser l’unité du Cours; d'illustrer de suite, 
par des exemples concrets, les notions relatives aux infiniment 
petits. Afin d’atténuer l'inconvénient de ce morcellement de 
théories abordées plus tard, on a donné, autant que possible, à la 
Géométrie le pas sur l'Analyse : le Chapitre d’ailleurs pourrait, 
sans trop de dommage, être laissé de côté à une première lecture; 
on en dira autant de l’Introduction, où sont exposées les pro- 
priétés générales des fonctions continues. 

Plusieurs questions, notamment dans les théories du contact et 


des enveloppes de surfaces, ont été traitées par les méthodes et 


84510 


VII PRÉFACE. 
avec les notations même qu'emploie M. Jordan dans ses Cours 
# À Rare: es : 
autographiés ou imprimés : l’exposition n’a pu que gagner à ces 
emprunts; ils étaient d'autant plus inévitables que l’auteur, élève 
de M. Jordan. a recu l’empreinte profonde de l’enseisnement de 
: 5 


A 
ce maitre. 


Nous devons enfin remercier M. Painlevé des précieuses indica- 
tions qu'il nous a données pour la rédaction des paragraphes du 
début, consacrés aux fonctions continues; c’est également à 
l’éminent analyste qu'appartient la méthode si simple que nous 
suivons pour établir l'existence et les propriétés fondamentales de 


l'intégrale définie. 
Paris, octobre 1902. 
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CHAPITRE L Free 


GÉNÉRALITÉS : DIFFÉRENTIELLES. AE RE DIE er 


I. — INTRODUCTION. 


Limites. 


1. Supposons acquise la notion de nombre incommensurable ; 
on dit qu’une suite indéfinie de quantités réelles, commensurables 


ou non, 
1, Aa, ….. An; .…. 


tend vers une limite, À, lorsque, étant donnée une quantité posi- 
tive, :, aussi petite que l’on veut, on peut assigner un nombre N, 
tel que, pour toute valeur de » supérieure ou égale à N, on ait 


mod(an—A)<z, 


le symbole mod désignant la valeur absolue de ay — A. Par 
Xe I 
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exemple, les nombres 


9 59 290 199091 
(1) ns | sh , 
10 100 TO00 10 000” 


tendent vers l’unité. 
S1 l’on considère deux suites, 


di, >, cs An; 


bi, Da, Ar) On; 
ayant pour limites respectives À et B, on voit aisément que : 


Les quantités a, © b, ont pour limite À Æ B; 
2° ‘Les produits a, b, ont pour limite AB; 


è a Me ASE Le : 
3°.Les quotients Z- ont pour limite à condition toutefois 
It 


que B ae soit pas nul. Si B—oet AZo, la valeur absolue de Le 
I 


ce croît évidemment au delà de toute tn 


Des anknithés en nombre illimité, qui vont sans cesse en 
Croissant: ou qui du moins ne décroissent jamais, et qui restent 
ihférieurés à un nombre fixe, tendent vers une limite finie et 
déterminée : on sait que c’est ainsi que l’on définit un nombre 
incommensurable à l’aide d’une suite de nombres commensu- 
rables. 

Le même résultat subsiste pour des quantités décroissantes, qui 


restent supérieures à un nombre fixe. 


2. Théorème du maximum et du minimum.— Soit une suite(S) 


de quantités 
(S) X1; X9, s}fs ei Ans 


en nombre limité ou 1llimité, ayant ou non une limite, mais toutes 
inférieures à un nombre fixe N. 

S1 elles sont en nombre limité, l’une d’elles est supérieure, ou 
au moins égale, à toutes les autres; mais il peut en être autrement 
dans le cas d’une suite illimitée, comme le montre immédiatement 
l'exemple de la suite (1) 


À 14 999 9999 
(1) EL ñ 2 FL} LIN , ._. : 
10 100 1000 10 000 
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Je dis que, dans tous les cas, les quantités (S) possèdent un 
maximum, c'est-à-dire qu’il existe un nombre M, jouissant des 
deux propriétés suivantes : 


1° Aucune des quantités (S) ne dépasse M ; 

2° Tout nombre M’, inférieur à M, est surpassé par certaines 
de ces quantités. 

Le maximum pourra être atteint ou non atteint. Il sera atteint 
si M est une des quantités de la suite, et ce cas se présente tôu- 
jours lorsque ces quantités sont en nombre limité; 1l sera non 
atteint sit M n’appartient pas à la suite, celle-ci étant alors 1lli- 
mitée. Par exemple, les quantités de la suite (1) admettent l’unité 
pour maximum non atteint, car aucune n’est égale à 1 ni ne 
dépasse 1, et tout nombre inférieur à 1 est surpassé par certaines 
d’entre elles. 

Pour établir la proposition, partons du premier entier inférieur 
au nombre fixe N et descendons la série des entiers jusqu’à ce 
que nous arrivions à un entier E;, atteint ou surpassé par une 
au moins des quantités (S). Si E, est atteint et non surpassé, c’est 
le maximum cherché; s’1l est surpassé, ajoutons-lui le plus grand 
nombre possible de dixièmes, de manière à obtenir une somme, 


CZ = , . 

E, = E, + ee atteinte ou surpassée par une au moins des quan- 
AR NE A L 2 , 
uités (S) : d’après cela, le nombre E, + = n’est atteint ou surpassé 


par aucune de ces quantités; de plus l’entier e, est inférieur 
à 10, puisque, par hypothèse, Eç + 1 est supérieur à toutes les 
quantités considérées. S1 le nombre E, est atteint et non sur- 
passé, c’est le maximum; sinon, ajoutons-lui le plus grand 
nombre possible de centièmes, de manière à obtenir une nouvelle 


e / } Je dns fi 
somme, IA Lea cé atteinte ou surpassee. En continuant alns], 
on arrive, soit à prouver l’existence d’un maximum (atleint), soit 


à former une suite de nombres, dont le terme général est 


(4 (Es €; 
En bei MIO —;, , 15,47 
10 FO 10! | 


les e; étant inférieurs à 10 : ces nombres jouissent de la propriété 
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que É; est surpassé par certaines des quantités (S) et que E;+ — 
n’est atteint ou surpassé par aucune. 

Les nombres E; allant en croissant et demeurant inférieurs 
à E,—+ 1 ont une limite M, supérieure à chacun d'eux; je dis 
que M est le maximum (atteint ou non atteint) des quantités (S). 


En effet : 


1° Aucune des quantités (S) ne dépasse M; car si l’une d’elles, , 
le faisait, la différence à — M serait supérieure à une fraction de 


la forme > de sorte que & surpasserait le nombre M + — et 
a fortiori le nombre E;+ —; ce qui est contraire à l’un des ré- 
sultats précédents; 

2° Tout nombre inférieur à M est surpassé par une au moins des 
quantités (S) : il suffit évidemment de l’établir pour un nombre 
supérieur à E,; or un tel nombre, étant compris entre deux 
nombres E; et E;,,, est surpassé par celles des quantités (S) qui 


surpassent elles-mêmes E;,,. 


On reconnaît de même que des quantités supérieures à un 
nombre fixe possèdent un minimum, atteint ou non atteint; tou- 
jours atteint, bien entendu, dans le cas de quantités en nombre 


limité. 


fonctions continues d’une ou de plusieurs variables. 


3. Continuité — On dit qu'une fonction réelle et déter- 
minée, f(x), est continue pour une valeur x, de la variable, 
lorsque, étant donné un nombre positif, e, aussi petit que l’on veut, 
on peut assigner un nombre positif, n, tel que, pour toutes les 
valeurs de æ comprises entre x,—n et x;+n (ces dernières 


incluses), on ait 
(2) mod[ f(æ)—f(æ)]< €. 

On peut écrire aussi, en désignant par Ü une quantité comprise 
CUITE AHROeLIEr LL. 


(3) flæ)= fix) + 0e. 
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Nous dirons que n est un module de continuité correspondant à 
la valeur +, et au nombre &. 

La fonction f(x)est dite continue entre x—a et x = b, si 
elle est continue pour toutes les valeurs de x, comprises entre à 
et b; elle est dite continue dans le même intervalle, extrémités 
comprises, si la propriété définie par (2) subsiste pour +,— à 
et x, = b, en ne prenant, bien entendu, pour x que des valeurs 
comprises entre & et D. 


Ces définitions s'étendent d’elles-mêmes aux fonctions réelles 
et déterminées de plusieurs variables indépendantes. 

Ainsila fonctuon f(æ, y) sera’ continue pour 4 = Xp, Y—Yo 
si, étant donné &, on peut assigner n tel que l’on ait 


(4) mod[ f(x, y)—f(ro,Fo)]<3, c.-à-d. Ja, 7)=f 0 Jo) +0, 


pour toutes les valeurs de x comprises entre x,—n etæ,+n, et 
toutes celles de y comprises entre y, — n et y, + n (les valeurs 
extrêmes incluses). 

Géométriquement, si M, est le point de coordonnées rectan- 
gulaires (x, Yo), Cela revient à dire qu'étant donné e, on peut 
trouver un carré R, de centre M, et de côtés parallèles aux axes, 
tel que, pour tout point (x, y) de ce carré (côtés compris), la diffé- 
rence entre f(x,7)et f(%o, Yo) soit, en valeur absolue, inférieure 
à s. Le côté du carré R est 2n. 

Nous dirons encore que n ést un module de continuité pour le 
point (Zo, Vo) et pour le nombre &. 

La fonction f(x, y) sera continue dans une région À du plan 
si elle est continue pour tous les systèmes x, y de cette région; 
elle sera continue dans À, contour compris, si la propriété définie 
par (4) subsiste encore pour tout point x,, y, du contour, en ne 
prenant alors pour +, y que les points du carré R ci-dessus, inté- 
rieurs à l’aire A. 

Les fonctions continues jouissent de propriétés importantes qui 
vont être démontrées ; on établira d’abord un lemme géométrique 
qui sera souvent utile. 


4. Lemme de la décomposition des carrés. -- Soit, dans un 
plan, un carré Q, de côtés parallèles aux axes de coordonnées; 
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décomposons-le en quatre carrés égaux Q,, Q', Q°, Q, 'par des 
parallèles aux axes issues de son centre, et choisissons arbitraire- 
ment un des nouveaux carrés, Q, par exemple. Décomposons-le 
de même en quatre carrés égaux, et choisissons arbitrairement 
l’un d’eux, Q,. En continuant ces décompositions, nous obtenons 
une suite illimitée de carrés, Q, Q,, Q:, ... dont chacun com- 
prend le suivant, et dont les côtés peuvent devenir aussi petits 
que l’on veut : je dis que ces carrés ont pour limite un point, 
intérieur à chacun d’eux. 

Considérons en effet, sur l’axe des x, les deux points qui sont 
les abscisses des quatre sommets d’un carré; ils limitent un 
segment, et chacun des segments ainsi obtenus comprend le sui- 
vant, dont :l est le double. Les abscisses des extrémités supé- 
rieures des segments ne croissent jamais et restent plus grandes 
que l'abscisse d’une quelconque des extrémités inférieures; les 
abscisses de celles-ci ne décroissent jamais et restent plus petites 
que les précédentes. Chacune des deux séries d’abscisses tend 
donc vers une limite, et les deux limites sont les mêmes, puisque 
la longueur des segments peut devenir inférieure à toute quantité 
donnée. Soit &, l’abscisse limite ainsi obtenue ; on établit de même 
l'existence d’une ordonnée limite analogue Yy,, et dès lors les 
carrés considérés plus haut ont pour limite le point (x,,y,), qui, 
d’après la définition même de x, et de y,, est à l’intérieur de 
chacun d’eux. 

Un lemme semblable s’appliquerait à la décomposition d’un 


cube en huit autres cubes égaux, par des plans parallèles aux faces 
et issus du centre. 


9. Théorème. -- Une fonction continue dans une région 
Jinie À, contour compris, est limitée supérieurement et infé- 
rieurement dans cette région. 


Observons d’abord qu’une fonction f(x, y), de deux variables 
par exemple, continue dans une aire finie À, est limitée dans un 
carré, de côtés parallèles aux axes, ayant pour centre un point 
quelconque (xs, y9) de l’aire À ou de son contour (!): ilsuffiten 


(') I s’agit, bien entendu, de la portion du carré, périmètre compris, qui appar- 
tient à l'aire À ou à son contour. Cette remarque s'applique à tout ce qui suit. 
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effet de prendre pour côté le double, 21, d’un module de continuité 
correspondant au point (æ,5, Y9) et à un nombre e. Dans ce carré, R, 
f(æ, y) reste comprise entre f(x,, Yo) — € et f(Xo; Yo) €, C’est- 
à-dire est limitée inférieurement et supérieurement. 

Supposons maintenant que f(x, y) ne soit pas limitée supé- 
rieurement dans l’aire À, je dis que l’on arrive à une contradiction. 

Soit en effet Q un carré de côtés parallèles aux axes contenant 
toute la région À; divisons-le, par le procédé du n° 4, en quatre 
carrés égaux. Dans l’un au moins de ceux-ci, Q,, la fonc- 
uon f(x, y) ne sera pas limitée supérieurement, sinon elle serait 
limitée dans le carré total; divisons de même Q, en quatre carrés, 
et ainsi de suite. Nous formons par là une suite de carrés, Q, Q;, 
Q>, ..., dans aucun desquels f(x, y) n’est limitée supérieure- 
ment. Ces carrés ont pour limite (n° #) un point (x,, ya), que je 
dis, appartenir à l’aire À, ou à son contour : autrement, en effet, 
un des carrés de la série et tous les suivants deviendraient exté- 
rieurs à À, ce qui est incompatible avec leur mode de détermina- 
tion. Or les carrés Q;, ayant le point (5, y) pour limite, finiront, 
à parur de l’un d’eux, par rester intérieurs au carré R, de 
côté 2n, défini plus haut, qui admet ce point pour centre : il est 
dès lors contradictoire que f(x, y) soit limitée supérieurement 
dans le carré R, et ne le soit dans aucun des carrés Q;. 
| CNO ED: 


Une démonstration analogue établit que f(x, y) est limitée 
inférieurement; la décomposition en cubes étend le raisonnement 
à une fonction de trois variables indépendantes. 


6. Théorème. - Une fonction continue dans une région 
Jtnie, contour compris, a, dans cette région, un maximum et 
un minimum, atteints effectivement. 


En effet, d’après le théorème précédent, la fonction f(x, y) 
est, dans la région À, limitée supérieurement, c’est-à-dire reste 
inférieure à un nombre fini; par suite, en vertu du théorème du 
maximum (n°2) les valeurs de f(x, y), dans À, admettent un 
maximum M, atteint ou non atteint. Je dis qu’en le supposant 
non atteint, on arrive à une contradiction. 

Reprenons en effet le carré Q du numéro précédent, et décom- 
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posons-le en quatre autres : dans l’un au moins de ceux-ci, Q,, 
f(x, y) admettra M comme maximum non atteint, sinon elle ne 
l’admettrait pas comme tel dans Q. En poursuivant, on forme 
ainsi une série de carrés, Q;, tendant vers un point (%o, Yo), dans 
chacun desquels f(x, y) admet M comme maximum non atteint, 
c'est-à-dire prend des valeurs inférieures à M, mais aussi voisines 
de M qu’on veut. Les carrés Q; finissant par être intérieurs au 
carré R, de centre (x5, Yo), qui répond au nombre se, la fonc- 
on f(x, y)ne peut y prendre que des valeurs comprises entre 
f(Lor Yo) —€ et f(To,; Yo) + €. En d’autres termes, des valeurs 
inférieures à M, mais aussi voisines de M qu’on veut, sont aussi 
voisines qu'on veut de f(x, Yo) : 1l en résulte nécessairement 
que M est égal à f(xs, Yo), c’est-à-dire que le maximum est 
atteint au point (Zo, Yo), résultat en contradiction avec l’hypo- 
thèse. 


Une démonstration pareille s'applique au minimum. 


7. Théorème. —— U/ne fonction, continue dans une région 
Jinte, contour compris, et qui est négative en un point de cette 
région, positive en un autre, s'annule dans la région. 


Supposons que f(x, y) soit négative pour (x,, y\) et positive 
pour (Z2, V2); décomposons en quatre carrés le carré Q qui con- 
tient la région donnée A. Je dis que, dans l’un au moins des 
carrés nouveaux, contour compris, la fonction f(x, y) prend des 
valeurs positives et des valeurs négatives. Imaginons en effet que 
dans chaque carré, contour compris, la fonction garde un signe 
constant, c’est-à-dire qu'il y ait des carrés positifs et des carrés 
négatifs, et Joignons le point (x,, y,) au point (x:, y2) par une 
ligne quelconque, tout entière dans l’aire À (1) : cette ligne 
passera au moins une fois d’un carré négatif à un carré positif, de 
sorte que la valeur de f(x, y), au point où la ligne passe d’un 
carré dans l’autre, sera à la fois négative et positive, c’est-à-dire 


(!) On suppose ici que l’aire À est d’un seul tenant, c'est-à-dire que l’on peut 
joindre un point quelconque de cette région à un autre point quelconque par 
une ligne continue sans sortir de la région. Ainsi l'aire comprise entre deux cercles 
concentriques est d'un seul tenant; au contraire, les aires de deux cercles exté- 
rieurs l’un à l'autre forment une région qui n’est pas d’un seul tenant. 
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sera nulle, ce qui établit le théorème. Pour échapper à cette con- 
clusion, il faut donc que dans un des quatre carrés, Q, par 
exemple, la fonction prenne des valeurs de signes contraires, 
et ainsi de suite, en poursuivant la décomposition en carrés. 

On forme ainsi une suite de carrés Q;, dans chacun desquels 
f(&, y) estnégative et positive et qui tendent vers un point (T6, Yo) 
de l’aire À ou de son contour. Si f(x, Yo) est nul, le théorème 
est démontré; sinon, je dis qu’on arrive à une contradiction. 
Soient en effet & un nombre inférieur, en valeur absolue, 
à f(Æos Yo), et R le carré déjà introduit de centre (x, Yo), qui 
correspond au nombre s. Les carrés Q; finissent par être inté- 
rieurs à R; alors la valeur de f(x, y) dans l’un d’eux reste 
comprise, en vertu de la définition même de la continuité, entre 
Fos Yo) + € et f(To, Yo) — €, quantités de même signe : la fonc- 
uon f(x, y) ne peut donc prendre, dans le carré, des valeurs de 
signes contraires, ce qui contredit un des résultats précédents. 


CO EE- AD, 


8. Corollaire. -- Une fonction continue dans une région finie 
d’un seul tenant, contour compris, prend dans cette région toutes 
les valeurs comprises entre son minimum 7»? etson maximum M. 

Soit en effet w une quantité comprise entre m et M; la fonc- 
ion continue f(x,y)— 11 est négative au point qui répond au 
minimum, positive au point qui répond au maximum. Elle 
s’annule donc dans la région. CANOUE: D: 


9. Continuité uniforme. — Une fonction f(x, y), continue 
dans une région À du plan, est dite uniformément continue 
dans cette région, si, & étant donné aussi pelit qu’on veut, on 
peut assigner un nombre à, fonction de e seul, tel que l’on ait 


mod[ f(x, y) —f(ro, o)l< € 


pour tous les points (x6, yo) de À, et pour toutes les valeurs 
de x, y respectivement comprises entre Zoe — n etZo +; Yo —" 
et yo + n. Le nombre , ou n(:), sera dit module de continuité 
uniforme dans À, pour le nombre e. Il est clair que tout nombre 
inférieur à un module de continuité est aussi module de conti- 
nuité. 
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Il semble, au premier abord, qu'une fonction continue dans 
une région À, contour compris, y soit uniformément continue. 
En effet, la fonction, étant continue dans A, admet en chaque 
point (Zo, Yo), et pour un nombre donné e, un module de conti- 
nuité n, fonction de 5, Yo et s; le plus petit de ces modules 
quand x, ét yo varient dans À, e restant fixe, ou &a fortiori un 
nombre inférieur, est évidemment un module de continuité uni- 
forme dans À pour le nombre e, ce qui paraît établir le théorème. 

Le raisonnement est inexact, parce que les modules n n’ont pas 
nécessairement de minimum, ou de limite inférieure non nulle : 
ils peuvent admettre zéro pour minimum non atteint, de sorte 
qu'aucun d’eux n’est nul et qu’on ne peut assigner de nombre 
positif qui leur soit inférieur à tous. 

On s’appuiera, pour une démonstration exacte, sur le lemme 


suivant. 


10. Lemme. — Sin est module de continuité de f(x, y) pour 
le point (ts, Yo) et le nombre e, le nombre <n sera un module 
de continuité uniforme pour le nombre 2e, à l’intérieur du 
carré R', de côtén, de centre(xs, Yo) et de côtés parallèles aux 
axes. 


On a en effet, d’après la définition même de la continuité au 
point (To, Vo) : 
JSF) (To) Yo) — 06, fa; 6) for) —= 0e, 


en désignant par (x, y) et (a, b) deux points quelconques, inté- 
rieurs au carré R, de centre (xo, yo) et de côté 2n; quant à 0 
et 0”, ce sont des nombres compris entre --1 et +1. On en tire 


J(æ, yJ)—f(a. b)=(6— 8"): 
c’est-à-dire 
mod{ f(x, y)—f(a, b)]< 2e. 


A fortiori, cette dernière inégalité aura lieu si, le point x, y 
restant dans le carré R, le point (a, b) reste dans le carré FR’, de 
centre (To, Yo) et de côté n (Jig. 1) : or, quel que soit le point (a, b) 
dans R’, le point dont les coordonnées sont respectivement com- 


prises entre & — 1, a + L et b — _ b + È sera dans R et pourra 


A 
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être pris pour le point (x, y). On aura done 


mod{[#(æ, 7) 


J(a, b)]< 2e 
pour tous les points (a, b) de R’et pour toutes les valeurs de æ, y 


Fig. 1. 


27) 


Les : 1 " L ñ 
comprises respectivement entre 4 — “; a + — et b — +, b+ -, 
3 2, >» D) 


ce qui établit le lemme. 
Démontrons maintenant que : 


11. Théorème. — T'oute fonction continue dans une région 
finie À, et sur son contour, est uniformément continue dans la 


méme région. 


Supposons en effet qu'il en soit autrement, c’est-à-dire que, 
pour un certain nombre 2e, on ne puisse trouver de module de 
continuité uniforme de la fonction f(x, y) dans l'aire À; je dis 
qu'on est ainsi conduit à une contradiction. 

Reprenons en effet le carré Q, qui comprend toute l’aire À, et 
divisons-le en quatre autres; dans l’un au moins de ceux-ci, Q,, 
la fonction f(x, y) n’admettra pas de module de continuité uni- 
forme pour le nombre 2e : autrement, en effet, elle admettrait 
comme module, dans Q, le plus petit des quatre modules qui 
répondent aux carrés secondaires. En divisant alors Q, en quatre 
carrés et poursuivant le raisonnement, on forme une série de 
carrés Q;, tendant vers un point (x5, Yo) de l'aire À ou de son 
contour, et dans chacun desquels f(x,y) n’a pas de module de 
continuité uniforme pour le nombre 2e. Or, soit KR’ le carré de 
centre (Xo, Yo) défini dans le lemme, et à l’intérieur duquel 
f(x, y) admet, pour ce même nombre, 2e, un module de con- 
tnuité uniforme : il est contradictoire que f(x,7) ait un tel 
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module dans R' et n’en ait pas dans les carrés Q;, puisque ceux-ci 
finissent par être tous intérieurs au carré R’. Cr OF RD: 


12. Dérivée. — Si f(x) est une fonction continue pour x = 4, 
la différence f(a + h)— f(a), d'après la définition de la conti- 
nuité, tend vers zéro avec À; si de plus le quotient 


fa + h)=f(a) 
h 


tend vers une limite finie et déterminée lorsque X tend vers zéro 
d’une manière quelconque, cette limite est dite la dérivée de 
la fonction f(x) pour x = 4. On la représente par f’(a). 

Dans cet énoncé les mots d’une manière quelconque sont 
indispensables : en effet, faire tendre À vers zéro, c’est (n° 1) faire 
passer 2 par une suite de valeurs successives 


IPS RL ETES 


ayant pour limite zéro: or, 1l peut se faire que pour deux suites 
né P ) ) | 


J(a+h)—/f(a) 
h 


convenablement choisies, le quotient ait deux 


limites différentes. Voici un exemple : 
Soit 
Ne 
flR)= msn et Gi 0. 
T 


On a 


(0) LCD à 
4 A = sinr; 


celte expression tend vers 1 si À tend vers o en passant par la 


710) =10 et 


suile de valeurs 


I I Le 
, a 9 …., D 9 À) DID 


T 1t \ T 
— +2kT ; +24 +i)r + o2nT 
2 


elle tend vers o, si À tend vers o en passant par la suite de va- 
leurs 
I [ I 
ras TI rs es our ec | | 2» | L) 
2Kkr  2(k+1)r 2NT 


La fonction f(x), d’après cela, n'a pas de dérivée pour + — 0. 
Les règles du calcul des dérivées ont été données dans le Cours 
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de Mathématiques spéciales; nous les supposerons connues, et 
nous admettrons également les résultats fondamentaux relatifs aux 
dérivées des fonctions usuelles. 


Remarque. — Il est clair qu’une fonction qui admet une 
dérivée pour æ = a est continue en ce point; on a cru longtemps 
que la réciproque était vraie, c’est-à-dire qu’une fonction continue 
admettait nécessairement une dérivée. [l n’en est rien, comme l’a 
montré Weierstrass qui a donné un exemple de fonction con- 
tinue sans dérivée; mais de tels cas sont exceptionnels, et l’on 
n'aura à considérer dans ce Cours que des fonctions (continues) 
admettant des dérivées. 


II. — INFINIMENT PETITS. 


13. Un infiniment petit est une quantité variable qui a pour 
limite zéro, c’est-à-dire qui prend successivement une série de 
valeurs tendant vers zéro. Une quantité fixe, si petite qu’on la 
suppose, ne peut donc être un infiniment petit. 

Un infiniment petit ne figure jamais seul dans un calcul, car à 
la limite 1l faudrait le remplacer par zéro, et il eût été inutile de 
l’introduire au début; on introduit simultanément plusieurs infi- 
niment petits, de manière que, dans les équations obtenues, 
chaque terme ait un infiniment petit en facteur. 

Si æ est un infiniment petit et si une fonction f(x) tend vers 
zéro quand x tend vers zéro d’une manière quelconque, on dit 
que f(x) est infiniment petit avec æ. Ce nouvel infiniment petit 
est fonction du premier, x, lequel est dit enfiniment petit prin- 


cipal. 

On dit que l’infiniment petit f(x) est d'ordre m par rapport 
A dd . . . 
à x lorsque le rapport ie tend vers une limite finie et non nulle 


pour æ — 0; m est essentiellement une quantité positive. 


14. Exemples d’infiniment petits. — [La fonction sinx est infi- 
niment petite du premier ordre avec'x; la fonction sinxæ — x est 
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infiniment petite du troisième ordre, car on sait que 


La fonction 1— cosx est infiniment petite du second ordre 
(toujours pour æ — 0), car 


FH æ* 
COST OR 
2 24 
De là résulte cette conséquence géométrique : si un triangle 
rectangle à un angle +, infiniment petit, la différence des deux 
côtés qui comprennent cet angle est infiniment petite du second 


ordre par rapport à x (fig. 2), car 


OB — OA = OB(i1— cosæ)— DEEE Ée +... 


On dit aussi que les deux côtés considérés sont égaux au second 
ordre près. 


Fig. 2. 


Il existe des infiniment petits qui ne sont d’aucun ordre; ainsi 
x logzx tend vers zéro avec x; mais, quel que soit le nombre po- 


Fe og Tw RC : 
siÉ mn, PRE n'a pas de limite finie et non nulle pour æ = 0; car 


si mn est supérieur ou égal à 1, l'expression devient infinie; si mn 
est inférieur à 1, elle devient nulle. L’infiniment petit xælogæ n’a 
donc pas d’ordre par rapport à æ. 

On donnera, dans la suite du Cours, de nombreux exemples 
d’infiniment petits empruntés à la Géométrie. 


15. Valeur principale. — D'après la définition, un infiniment 
peut y, d'ordre m par rapport à æ, satisfait à la relation 


54 


= — À + €, 
VAL 


À étant une quantité finie et non nulle, et e tendant vers zéro 


D 
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avec æ. On en tire 
: = A æm + EX, 


Le terme Az” se nomme la valeur principale de l’infiniment 
petit y. Soit de même Bzx? la valeur principale de l'infiniment 
petite; ona 

Vi Az Byrntn Eyæ'HR, 
e, étant infiniment petit. On peut continuer ce calcul, et mettre 
ainsi y sous forme d’une somme de 2, 3, 4, ... termes infiniment 
peuts, dont chacun est d'ordre supérieur aux précédents. 


16. Corollaires. — La valeur principale de la somme d’un 
nombre fini de termes est la même que celle de la somme des 
valeurs principales des termes. 

Par exemple, la valeur principale de sin x +tangx + x?, pour x 
infiniment petit, est la même que celle de x +x+x?, c’est- 
à-dire 2x. 

Il y a cependant un cas d'exception : c'est celui où les termes 
d'ordre le moins élevé se détruisent, comme dans sinx—x-+x3. 
La valeur principale n’est alors pas la même que celle de 
æ—x—+2, qui serait x?; pour l'obtenir, il faut pousser le déve- 
loppement de sinx jusqu’au second terme, ce qui donne pour la 
valeur principale | 

3 OA 
Ti 6 — X +2 — Ted 

Dans les applications, un peu d’attention suffit pour éviter toute 
erreur : on est en effet prévenu du cas d'exception par ce fait que 
l’on obtient pour la valeur principale cherchée, en appliquant la 
règle générale, un infiniment petit d'ordre supérieur à l’ordre 
prévu. 

La valeur principale du produit d’un nombre fini de termes est 
le produit des valeurs principales des termes, sans cas d'exception. 

Ainsi la valeur principale, pour x infiniment petit, dex?sinxæcosæx 
CIE 

Par extension, si une fonction f(x), de l’infiniment petit x, 
tend vers À pour æ—o, À étant une constante non nulle, on 
dira que À est la valeur principale de f(x) pour x — 0. C'est 
ainsi que, dans l’exemple précédent, la valeur principale du 
facteur cosæ a été prise égale à 1. 
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17. L’inverse d’un infiniment petit est une quantité dont la 
valeur absolue croît au delà de toute limite, c’est-à-dire un én/fint- 
ment grand. On dit qu'un infiniment grand F(x) est d'ordre "1 


À I | : ; 
par rapport à æ quand : est un infiniment petit d'ordre mn : 
EG) 
on a ainsi 
A oe = Axm+exgm: 
EC) 


d’où 


F( I I { € 
T)= —— = 1— — 
) A +e æ" Axmn A +e 


I " : 5 2 T4 . > ME . “ à 
et sera la valeur principale de l’infiniment grand F(z). 


18. Soient deux infiniment petits y et z, fonctions d’un même 
infiniment petit principal +, et d'ordres m et n : 


19 Styetz sont du même ordre (m—n), la limite du quo- 
JF, 


tient ==; quand x tend vers zéro, est le quotient des valeurs 


principales de y et de z; 
»° Si y est d'ordre supérieur à z(m => n), est un infini- 
De . 
ment petit dont la valeur principale est le quotient des valeurs 
principales de y et de 3; | 


3ÉS1nmestid'ordre inférieur Giz(nt- Il) est un infini- 
We \ JE 


x |= 


ment grand dont la valeur principale est encore le quotient 
des valeurs principales de y et de x. 


Ces propositions résultent des définitions 


y=aæm(Ate), 3=a(B—e); 


1 


d’où 


V AE A Bs—%AE€ 
OR DT ana = E TIN=NIIVr ES : 
Z —+ € € 


A à ANS 
au dernier membre, gp?” "est le quotient des valeurs principales 


Az" et Bz', de y et‘de 3, et la quanuté entre crochets “tend 
vers 1 pour æ = 0, ce qui démontre les trois cas du théorème. 
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III. — DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE. 


19. Formule des accroissements finis. — On établit, dans le 
Cours de Mathématiques spéciales, l’importante proposition sui- 
vante : 


Si f(x) désigne une fonction continue entre x = a et x —=b, 
admettant dans cet intervalle une dérivée finie et déterminée, 


Mt) 0e 
f{&+h)—fix)= hf (x +0h), 


pour toutes les valeurs de x + h et de x comprises entre a et b, 
en désignant par Ÿ une quantité comprise entre o el 1. 


On en déduit, en particulier, qu'une fonction, continue entre & 
et b, dont la dérivée est nulle dans cet intervalle, est une constante 
dans le même intervalle. 


20. Différentielle première. — Soit y une fonction de x, 
y = f(x); désignons par Ay son accroissement pour l’accroisse- 
ment infiniment petit À de x. 
Si f(æ) admet une dérivée pour la valeur x de la variable on a 
NE A 
limite (pour À = o)de _ te), 
c’est-à-dire que Ay est, par rapport à 2, un infiniment petit du 
premier ordre, dont la valeur principale est À f'(x). On désigne 


cette valeur principale par dy, et on l'appelle différentielle ou 
différentielle première de la fonction y. Ainsi, par définition, 


PATES GIE BR 


et dy est la valeur principale de l'accroissement de y, quand x 
éprouve l’accroissement A. 

Appliquons cette formule à la fonction y=x; il vient, 
PS TUPR EC) 

PRE US 
c'est-à-dire que la différentielle de la variable indépendante 
est égale à son accroissement. 
H. 2 
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On en déduit 
AMEL CD NUE, 


c’est-à-dire que {a différentielle d’une fonction de x est le pro-. 
duit de la dérivée par l'accroissement infiniment petit dx de 
la vartable. 

D'après cela Ay et dx sontdes infiniment petits du même ordre, 
sauf pour les valeurs particulières de x qui rendent f'(x) nul 
ou infini. Par exemple, dans une courbe en coordonnées polaires 
0 —f(w), As et dw sont des infiniment petits du même ordre, 


sauf en certains points spéciaux de la courbe. 


91. Corollaire. — Deux fonctions d’une même variable dont 
les différentielles sont identiques ne diffèrent que d’une con- 
stante : car cela revient à dire qu’elles ont même dérivée, et leur 
différence, ayant une dérivée nulle, est dès lors une con- 
stante (n° 19). 


22. Remarque. — Il résulte de là que, pour déterminer la 
dérivée d’une fonction inconnue, définie par des propriétés géo- 
métriques où physiques, on n'aura qu’à chercher la valeur prin- 
cipale de l’accroissement, en négligeant les infiniment petits 
d'ordre supérieur au premier. Cette valeur principale sera le pro- 
duit de dx par la dérivée ; on connaîtra ainsi la dérivée, d’où l’on 
remontera à la fonction. | 

C’est là un des principes fondamentaux du Calcul infinitésimal ; 
il est d'ailleurs indépendant de la notation différentielle, et 
traduit la définition même de la dérivée. 

Nous aurons souvent à l’appliquer dans ce Cours; un exemple 
connu en Physique est l'évaluation des hauteurs par le baromètre. 

Soient p la pression atmosphérique à la hauteur 3, à la densité 
de l’air à cette hauteur. Si l’on s'élève de dz, la diminution de 
pression sur l'unité de surface est le poids du prisme gazeux de 
base 1 et de hauteur dz. | 

Or si d —e est la densité du gaz à la hauteur 3 + dz, il est 
clair que le poids considéré est compris entre (d — &) dz et à dz; 
mais €, s’annulant avec dz, est un infiniment petit, de sorte 
que e dz3 est d'ordre supérieur au premier par rapport à dz. La 
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valeur principale dp de l'accroissement de pression est donc 


— dp = à dz. 


D'ailleurs à est, comme on sait, proportionnel à p, à = kp, et 


il vient 
l 
Se AE. 
P 
Les deux fonctions Logp et — kz ayant des différentielles 


identiques, on en conclut (n° 21) 


Log p = — £z + const., 


ou, sous une autre forme, 


Des Gene, 


C étant une constante. C’est la loi de Laplace. 


23. Exemples de calcul de différentielles. — Soient w, ?, 
des fonctions de la variable +; toute fonction, o{u, p, w), de 
u, ©, w, est dite fonction composée de x. En vertu d’une règle de 
dérivation connue, la dérivée de w(u, #, w) étant 


en! TA 1 en! Bi Il en! )/ 
Pu Ur Dofe Tr Pp Pix 


la différentielle sera le produit de cette expression par dx; c’est- 

à-dire, en observant que uw, dx = du, 

(1) dou, v,w)= 0, du +0! dv + vo, dw, 

formule importante, où ,, 2, ,, sont les dérivées partielles de o 
EM fe ; ) ° ? Rien ] mn ’ 4 « si «+ 

par rapport à &,#,%; c’est-à-dire que 9, est la dérivée de © quand 

on regarde w comme variable indépendante, et p, æ comme con- 


stants. 
On en déduit les corollaires suivants : 


Différenuelle d’une somme : 


d(u+eo+,..)= du + de +...; 


Différenuelle d’un produit : 


LUE AVE 
d(uvw)= vw du + uw do + uv diw = uvw 5 + — + a): 
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Différentielle d’un quotient + 


ES FR 2 


(5) du do vdi — Ua? 
d 2 


9 p? p? 
Différentielle d’une puissance : 

d(u’t)=— nur du ; 
Différenuelles diverses : 


d(sinu) = cosu du, 


d(cosu)=— sin u du, 


d(tangu)=— du =(1+tang?u) du, 


cos?u 
: du 
d'arc SINnu = ———/;) 
Vie ut 
du 
d'arc tangu — - 
IR U2 


diet) cu 


du 
d(Logu)=— re 
le Log étant népérien. 
24. Remarque I. — La relation dy = f'(x)dx montre que la 


dérivée f'(x), ou y,, de y par rapport à x, est le quotient des diffé- 
rentielles dy et dx, dy étant la différentielle de y qui correspond 
à l’accroissement dx : 


Soient de même w une autre fonction de +, du sa différentielle 
correspondant au même accroissement dx que ci-dessus; on a 


/ du. 
Le Te? 
d’où 
s e dy 
Hot, 
a REC EE TT 


Or, d’après la théorie des dérivées, si l’on regarde y comme fonc- 
tion de u, y, : u, est la dérivée de y par rapport à w; on peut 
donc écrire : 


Firaiere ou dY = TU, 
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Par suite, si l’on désigne par dy et du les différentielles de y et 
de u pour un même accroissement de la variable indépendante x 
dont dépendent ces deux fonctions : 1° la dérivée de y par rapport 
dy 
du 


férentielle correspondante de y, considérée comme fonction de w, 


à w est égale à =; 2° si l’on donne à w l’accroissement du, la dif- 


est la même que celle qui répondait à l'accroissement dx, pour y 
considérée comme fonction de x. 

C’est là une double propriété importante des différentielles 
premières, et que l’on ne retrouve plus dans les différentielles 
d'ordre supérieur. 


29. Remarque II. — (réométriquement, on sait que f'(x) est 
le coefficient angulaire de la tangente MT, menée à la courbe 
y = f(x) au point M d'abscisse x. 

Si donc on mène la parallèle à Oy d’abscisse æ + dx, le 


triangle rectangle TMP ( fig. 3) donne 
TP — MP tang M = dx f'(æ). 


Donc dy = TP; c’est-à-dire que dy est rigoureusement égal à 


l’accroissement de l'ordonnée quand on passe du point d’abscisseæ, 
sur [a courbe, au point d’abscisse x + dx sur la tangente à la 
courbe au point x. 

On peut observer que, quand on passe de x à x + dx, l’ac- 
croissement Ay de l’ordonnée est NP : comme dy — TP est la 
valeur principale de Ay, la différence dy — Ay, c’est-à-dire TN, 
est un infiniment petit d'ordre supérieur à dy, c'est-à-dire à dx. 

En d’autres termes : la portion d’ordonnée comprise entre une 
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courbe et une tangente est un infiniment petit d'ordre supérieur 
au premier, par rapport à la distance du point de contact à l’or- 
donnée considérée. 

On retrouvera et l’on étendra ce résultat dans la théorie générale 


du contact des courbes. 


26. Différentielle seconde. — Soient + et +, deux valeurs de 
la variable indépendante; comparons les différentielles d’une 
même fonction y = f(x), pour ces deux valeurs : 


AVE TNT). dr, AV TAC 


Comme dy et dy, dépendent de dx et de dx,, qui sont deux 
infiniment petits indépendants l’un de l’autre, on ne peut les com- 
parer qu’en établissant une liaison entre dx et dx, : il est naturel 
de supposer dx,— dx, c’est-à-dire d'admettre que les deux 
accroissements de + sont les mêmes. 

Dans cette hypothèse, formons la différence dy, — dy : 

dya— dy =[f'(t1)— f'(æ)] dx. 


\ 


Supposons maintenant que æ, tlende vers x, en faisant 
Q 9 A ’ A L ô 
ZT, =+—+Ùx; on aura, d’après le théorème des accroissements 
Lee ee LU PRET / : . 
finis, et en désignant par f”(x) la dérivée de f'(x) : 


dy dy = f'(x + 00x) dx dx, 


et, à la limite, en faisant tendre Ôx vers zéro, 
Valeur principale de (dy, — dy )= f(x) dx dx. 


Le premier membre est donc un infiniment petit, dépendant du 
produit de deux infiniment petits, dx et Ôx, qui, d’après la ma- 
nière même dont on les a introduits et définis, sont arbitraires et 
n’ont entre eux aucune liaison : nous les supposerons épaux 
(bien que cette hypothèse ne soit pas indispensable) afin de sim- 


plier l’écriture; 1l vient ainsi 
Valeur principale de (dy; — dy )= f'(x) dr?. 


Le premier membre, valeur principale de la différence des différen- 
elles dy, et dy, qui correspondent respectivement aux valeurs 
x + dx et x de la variable et au même accroissement dr, se 
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nomme différentielle seconde de la fonction y, et se désigne 


par dy. Ainsi 
Ca.) d'y I(m\dr. 


On voit que l’on obtient dy en différentiant l'expression 
f'(x) dx, de dy, et en traitant dans ce calcul le facteur dx comme 
une constante : c’est ce qui fait dire que d?y est la différentielle 
de dy, lorsqu'on suppose l'accroissement dx indépendant de x, 
mais cette manière de voir ne saurait, sans obscurilé, être pré- 
sentée comme la définition de la différentielle seconde. 


27. Géométriquement notre définition de la différentielle 
seconde s’interprète ainsi. 


Considérons toujours la courbe 7 — f(x) et menons les or- 
données qui correspondent aux abscisses æ, 4, = x + dx, et 


T1 + dx = x + 2 dx; ou a sur la figure, en traçant les tangentes 
en Met M, (is. 4), 
RATES M rer iPr; 


par suite 
dy1— dy = T;,P;— TP, 


et la différentielle seconde est, par définition, la valeur principale 
de T,P, — TP, dx étant l’infiniment petit principal. 

28. Différentielle seconde d’une fonction composée. — Soit 
Y=Œ(u,?,w); u,6,4# étant des fonctions de x: on sait (n° 23) que 


(3) dy = À du + B de + C dw, 


À, B, C étant les trois dérivées partielles de ©. Proposons-nous de 
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calculer dy. On peut écrire 


dy =(Au'+Bv'+Cw') dx, 


HP, étant les dérivées den EST AP porter el nan 
suite, d’après la relation de définition (2), 


dy =(Au + Bo + Cw), dx =(Au"+ A'u'+...)dr?: 


Or, en vertu des relations u'dx = du, A'dx = dA, u"dx?= d'u, 
on peut écrire 


(4) dy =Adu + dA du + Bd?6 + dB dv + Cd? w + dC dw, 


ce qui montre que d?y s’oblient en différentiant selon les règles 
ordinaires l’expression (3) de dy, et en écrivant d’u, d?e, d?w, 
pour les différentielles de du, de, dw. 


29. Remarques. — 1° La différentielle seconde de la variable 
indépendante x est nulle, car la dérivée seconde de la fonction x 
est égale à zéro. Ainsi dx — 0. 

2° En vertu de (2), la dérivée seconde, y”, de y par rapport 
By 
dx? 


3° Soient y et u deux fonctions de x; dy et du leurs différen- 


à æ, est le quotient de d?y par dx?, et s’écrira 


uelles pour le même accroissement dx; on a vu (n°24) que dy 
est encore la différentielle de y quand w est pris pour variable 
indépendante à la place de +, et subit l’accroissement du. 

Au contraire la différentielle seconde d?y ne reste pas la même 
quand on change la variable indépendante : cela tient à ce que 
l’on a fait sur cette variable (n° 26) l'hypothèse dx, = ‘dx, qui n’en- 
traîne pas du, = du. On devrait donc, pour préciser, écrire d? y 
ou d'y,en mettant en évidence la variable indépendante. 

On peut se rendre compte autrement de ce fait. 


Soit 
J = v(u), 


u étant fonction de x. On en tire 
dy = o'(u) du; 


différentions encore les deux membres en prenant x pour va- 


D 
Qt 
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riable indépendante; il vient, suivant la règle du n° 28, 
3 Pa, L/4 > ! 2 
diy = v"(u) du?+ v'(u)d2u. 


D'ailleurs 
RAT Rd 


en vertu de (2); par suite 
diy = dy +v'(u)diu, 
ce qui montre bien la non-identité des deux différentielles 


secondes de y. 


30. Différentielles d’ordre supérieur. — En raisonnant sur la 
différentielle seconde comme on l’a fait sur la différentielle pre- 
mière, et en désignant par f(x) la dérivée troisième de f(x), 
on définit de même la différentelle troisième : 


AV Or) dr, 


DEMO T) don, 


et en général 


F| \ 
d'où 
d'y 


fn(z)= 


dx" £ 


f"(æ) étant la dérivée d'ordre n de f(x). 

Dans le cas d’une fonction composée, on calcule dy en diffé- 
rentrantihexpression (4) de d'y, elen écrivant d'u, d'p} 
pour les différentielles de d'u, d?6, .... 

Ainsi, si 

y = ?(u), 
on aura 
= situ )du: l'yp=ou) du?+ 9 (u)d'u; 


k 3 234 14 3 G JAP: 2 UT 3 . 
dy=o"(u)dui+3v"(u)dud'u+v'(u)du; 


IV. — DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES. 


31. Soit z = f(x, y) une fonction de deux variables indépen- 
dantes; on désigne par f, sa dérivée partielle par rapport à x, 
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c’est-à-dire la dérivée de f(x, y) lorsque x est regardé comme 
variable indépendante, et y comme constant. On définit de 
même f,. La dérivée partielle de f, par rapport à x s'écrit f;:; sa 

re pa Ro EU FU ) one A pi 
dérivée partielle par rapport à y, f,,; et l’on définit de même f,, 


TRE 


32. Théorème. — On peut intervertir arbitrairement l’ordre 
des dérivations. 


Il 


‘ 1 
Montrons d'abord que f,,=f,;; 
que chacun des deux membres est la limite de l'expression 


et, à cet effet, établissons 


fr+h,vy+k)— f(x + h,v)— f(x, 7 +R) + f(x, y) 
(90 | he ) 


lorsque h et À tendent vers:zéro d’une manière quelconque. 


Posons 
Er 2h Pa Kk)— f(x, y)= o(x, a); 


l'expression (HS CEE 


I 


FENETRE SEA 


ou, en vertu de la formule des accroissements finis, 


pee (æ + PAR 


c’est-à-dire 
Le Ce +0, y +R) far +08 y]: 


Appliquons encore la même formule; cette expression s’écrit 
Jfay(x +0, y +0), 


et sa limite, pour À et Æ nuls, est bien f,,, à condition toutefois 
que f,7 Soit continue au point æ+, y. On établirait de même que (5) 
a pour limite f,,, en posanto, — f(x + h,y)— f(x, y). Donc 


Ty ee 


Remarque. — Cette démonstration suppose que l’on peut ap- 
pliquer aux fonctions © et w,, f, et f, la formule des accroisse- 
ments finis : il faut donc que f, f,, f, soient des fonctions con- 
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tinues aux environs du point æ, y et que f;,, f,, soient finies 


et déterminées en ce point. De plus, comme on l’a dit explicite- 
ment, il faut aussi que f,, et f,, soient continues au même point. 


Généralisation. — Si l’on a plus de deux indices de dériva- 
ion, on peut intervertir deux indices consécuuifs. Ainsi je dis 


que 
(6) Jayxzxy = Îaxy y 


Car d’après le théorème ci-dessus 
771 111 


(7) LV J'Ey: 


; 1" 
2 el d 


[74 
4 re US , 


puisque Îles deux membres, en posant f;= 4%, sont d, 
Dérivant maintenant les deux membres de l'identité (7) par rap- 
port à æ, puis par rapport à y, on obtient bien la formule (6). 

Il en résulte que l’on peut intervertir arbitrairement l’ordre 
des indices de dérivation, car on pourra toujours passer d’un ordre 
à un autre par une série de permutalions effectuées entre deux 
indices consécutifs. 

Le théorème s'étend de lui-même aux fonctions de 3, 4, ... va- 
riables indépendantes. 


33. Différentielle première totale. — Dans la fonction 
3 = f(x, 7), donnons à x et y, variables indépendantes, des ac- 
croissements L et Æ; l’accroissement Az, de z, peut s’écrire 


ND EN ER RE Ca Re R) = fées), 
et, par la formule des accroissements finis, 
Az=hf,;(xæ+0h, y +k)+kf;(e, y +0'A). 


Due LU sont continues pour les valeurs æ, y des variables, 


on a 
Jataæ+0h, y +k)= f(x, y)+e, 


JG, y +VE)= fie, 7)+e, 
e et e' étant infiniment petits en même temps que L et Æ; il vient 


alors 
As= hf +kf,;+eh+e"k. 


Les deux derniers termes sont d'ordre infinitésimal supérieur, 
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l’un à Af}, l’autre à Af,, c’est-à-dire que les deux premiers termes 
donnent la valeur principale de Az (1). Ces deux termes forment 
ce qu’on nomme la différentielle première totale de 3, pour les 
valeurs +, y et les accroissements À et Æ des variables; on la 
désigne par dz, de sorte que 


dz=hf;+kf,. 


En particulier si 3 =x,ona 


IL Te 0, 7e = I, 
d’où 
Ar = 
et de même 
dy = E, 


c'est-à-dire que les différentielles des variables indépendantes sont 
égales à leurs accroissements ; on peut alors écrire dz: 


(8) dz = jf, dr + f, dy. 


34. Notations diverses. — Les dérivées partielles de :=f(x,7) 


27 & 
s écrivent 
Jr TeLIRT, AO UPNESE (LAGRANGE ), 
of 0 03 03 
dE el GE ou —; (JAcoBI). 
0x OY 0x 1e) 4 


De même les trois dérivées secondes de z seront désignées par 


( LAGRANGE ), 


(') Si dans l'expression d'une somme infiniment petite Az qui dépend de deux 
ou plusieurs infiniment petits , k, ... indépendants entre eux, on supprime tout 
terme qui est certainement d’un ordre infinitésimal supérieur à un autre, l’ex- 
pression restante est ce que l’on peut appeler valeur principale de Az. Par 
exemple, pour les infiniment petits 


5h+22+3hk +148, kR+5hk + 2hk?, hk + 6h?k + 8k, 
les valeurs principales sont respectivement 


5h+2%?, &ER+3hk, hk + 873, 


car, dans la première expression, 3 AK est d'ordre supérieur à 5, et 44% d'ordre 
supérieur à 247; dans la seconde 2Ak? est d'ordre supérieur à 3Ak ; dans la 
troisième 62? est d'ordre supérieur à AK. 
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ou 
0? 3 0? 3 0? 3 


0x?” O0x0y  0y? 


(JAcOBI). 


En général, la dérivée de 3, prise m fois par rapport à x et n fois 
par rapport à y, s’écrira 
OH z 


dx 0ÿ" à 


On aura toujours soin, quand il s'agira de dérivées partielles, 
de prendre la lettre 0, en réservaut le d pour les différentielles 
totales ; on écrira donc 


03 0Z 
(9) da SE dx + 7 dy. 


Pour une fonction, y = f(x), d’une seule variable, la dérivée 
HE dy : : pe: : 
s’écrira 7x Parce qu elle est le quouent de deux différentielles 
ax 
totales ; mais pour la fonction z = f(x, y), la dérivée par rapport 


: ; Nr dz ’ 
à x ne saurait s’écrire —— , parce qu'elle n’est pas le quotient de 
dx 


la différentielle totale (8) par dx; de là l'utilité, pour éviter toute 


S , OZ 
confusion, de la représenter pat A 


39. Différentielle totale d’une fonction composée. — Soit 
32=G(u,9,w) 


une fonction de &w, #, w, qui sont eux-mêmes fonctions des va- 
riables indépendantes x, y. On aura, par la formule de défini- 


tion (9): 


et, par la théorie des dérivées : 
23 __dp du 09 d0 do 0w 
0x Ou 0x 0 0  0w 0x 
0Zz _ dp du 
dy Ou dy 
d'où 
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c’est-à-dire 

d% dv 09 
due dpEe 

ou dv dw 


de dw ; 
formule fondamentale dans laquelle les variables indépendantes 
et leurs différentielles ne figurent pas explicitement : c’est la 
méme formule que dans le cas d’une seule variable indépen- 
dante [(équation (1), n° 93]. 

On en déduit, comme au n° 23, quelles que soient les variables 
indépendantes et quel que soit leur nombre : 


d(u+o+...)=du+ de +...; d(uv) = + du + u dv; 


AU O dw 
d(uvw) = vw du + uw de + uv dw = upw | — + — + 
u 


(2 C4 
p\ UD ROMA 
d — — —" ; 

QUE u2 


dut) = muni du. 


dlogu—=— 


Corollaire. — Si des fonctions w, , d'un nombre quel- 
conque de variables indépendantes sont liées par la relation 


O0 — pu, P; 4), 
quelles que soient les valeurs de ces variables, on en déduira, 
puisque la différentielle du premier membre est évidemment nulle, 


00 00 do 
o—= — du+ — de + — dw, 
ou p 


quelles que soient les variables indépendantes et quel que soit 


leur nombre. 


36. Dérivée logarithmique. — Si la relation 2 —o peut se 
mettre sous la forme 
U7ZVz 
a Ce 


U, V, W, T étant fonctions des variables indépendantes et & une 
constante, on pourra, avant de différentier les deux membres, 
égaler leurs logarithmes népériens et différentier ensuite, ce qui 
donne 

m log Ü + n log V — q log W = plogT + loga, 
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puis 
PE Ve We dl 
Ü VA NON RE REPANT 
31. Remarque. — Soit z—#%{(u,v), u et e étant eux-mêmes 


des fonctions de + et y; on a trouvé pour dz (n° 35), en regar- 
dant æ et y comme les variables indépendantes, 


Or c’est précisément le résultat qu’on aurait obtenu de suite 
en cherchant la valeur de d3 dans l'hypothèse où les variables 
indépendantes seraient & el v. | 

Par suite, la différentielle totale de z garde la même valeur 
quand on change de variables indépendantes, pourvu, bien 
entendu, que les valeurs principales des accroissements des va- 
riables anciennes et nouvelles soient correspondantes, c’est- 
à-dire hées par 


du du dp 00 
du = — dx + — dy, do = — dx + — dy. 
0x OY 0x 0Y 
38. Théorème. — S% l’on a obtenu, d’une manière quel- 


conque, l'expression de la différentielle totale d’une fonction 3, 
de deux variables indépendantes x et y, sous la forme 


da PT) dIAR O(r,) dy; 


on a nécessairement 


Danse nee 


| dx 


nn 
En effet, d’après l’expression (9) de dz, on a 


03 03 
ra rat = æ DEr a %r 
a dx + 5h dy = Pdx + Qdy 


dés 
Cette égalité doit avoir lieu entre les deux derniers membres pour 
tous les systèmes de valeurs infiniment petites de dx et dy; car, 
d’après l’hypothèse, x et y, et par suite leurs accroissements, 
sont indépendants l’un de l’autre. En particulier, faisant dy = 0 


0e À 03 1 03 
et divisant par dx, il reste 5. — P, de même Di Q. 


32 PREMIÈRE PARTIE. — CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


39. Théorème. — Sx deux fonctions 3 et u de deux (ou plu- 
sieurs) mêmes variables indépendantes ont même différen- 
tielle totale, elles ne diffèrent que d’une constante. 


Car la relation 


AIO 
ou 
ie dx + Le die ne dx + LE dy 
0x 0Y 0x dy 
entraine 
03 ou Oz du 


0x 0x’ dy U)4 


La première équation exprime que la dérivée par rapport à x 
de la fonction 3 — w est nulle; cette fonction est donc une con- 
stante par rapport à x; de même, en vertu de la seconde équation, 
c'est une constante par rapport Ave c’est donc une constante 
absolue. CHVO IE EU 


40. Utilité des différentielles totales. 
un système de m équalions entre 7 + n quantités, qui ne sont 


Supposons qu'on ait 


d’ailleurs liées par aucune autre relation; par exemple m = 3, 
not 
px, y,23,; i, u) —10; 

MMS 2 LUE 10, 


(10) 
HR rte EAN 


Comme il y a cinq quantités et trois équations, deux de ces 
quantités, æ et y, par exemple, pourront être regardées comme 
variables indépendantes; les trois autres seront des fonctions de 
celles-là. 

Dérivons nos équations, comme on a toujours le droit de le 
faire, par rapport aux variables indépendantes x et y, il vient: 
[de | de 05, de 0 | Do du 
| 0x ED L 07 D OLI0E L 

(x1) { do do 0z 
| DE À Da dy eee. = 


c'e De + 9% 2 ble eo 5 0 0/0 ne 0e à © » ee 0 0e sv: » 0.0. 


soit en tout six équations où figurent les six dérivées par- 
03 03 Ôt ôt du du 


üelles 0x”? dy? Fra dy” Dr dy 
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Le système (11) peut être remplacé, si l’on emploie les diffé- 
rentielles totales, par un système équivalent formé de trois équa- 
tions seulement; et, en outre, avec le double et important 
avantage qu’on n'est pas obligé de choisir, dès le début, les 
variables indépendantes, ni de s'inquiéter de leur nombre. 

Différentions, en effet, les équations (10); 1l est inutile, pour 
cela, de fixer les variables indépendantes, puisque le résultat de la 
différentiation garde toujours la même forme (n°35). On a ainsi : 


dv dv 0 do do 
A es Es A5 LL Au — 
0x 48 OV die OR OT que 409 Le 
} 
(12) _ BÉT EENE LR RE CCE PP ER PE 10. 
A 
| À dr A RTL e Duc da de CAR 0 0 


Le système (12) est d’ailleurs équivalent au système (11) : 
Supposons, en effet, que les variables indépendantes soient x et y 
et faisons dy — a dans la première équation (12) : dz, dt, du 
sont alors les valeurs principales des accroissements de 3, 4, u 
quand x augmente de dx, y restant constant; leurs quotients 
par dæ sont donc les dérivées de 3, t, u par rapport à x. L’équa- 
on considérée devient ainsi, après division par dt: 

d0 do 0z do dt do du 
0 os or 0x duo © 


c’est-à-dire la première des équations (11). De même, en faisant, 
dans la première équation (12), dx = 0, on trouverait la seconde 
équation (11), et ainsi de suite. Le système (12) contient donc le 
système (11). Il est clair, inversement, que de (11) on peut dé- 
duire (12); par exemple en multipliant la première équation (11) 
par dx, la seconde par dy, et ajoutant, on trouve la première 
relation (12). 

D'ailleurs le système (12) est généralement plus utile que le 
système (11), principalement en Géométrie, en Physique et en 
Mécanique où l’on a surtout besoin des relations qui lient les 
différentielles (ou les accroissements) des quantités variables con- 
sidérées dans un problème. 


Â1. Différentieile seconde. — Comparons les différentielles ds 
inf. 5 
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et dz, d’une fonction 3 — f(x,y), pour deux systèmes de va- 
leurs +,y et x,,7, des variables : 
dz=fr(x,y)dx +f,;(x,7)dy, ds: NRC CD bre + Jy(T1s) 10H: 


Pour que la comparaison ait un sens, 1! faut que les infiniment 
petits dx, et dy, qui sont arbitraires, soient liés à dx et dy; on 
fera les hypothèses 

CHAN LA dy1 = dy. 


Il vient alors 
(3) da—ds=[fi(ri, pi) — fer, de +Tf,; (a 71)—f; (7) dy. 
Faisons tendre x, et y, vers x et y, en posant 
Ti= Ter 0, Yi=Y +07; 
et cherchons la valeur principale du second membre. La valeur 
principale de f,(x1, y1)— f,(æ, y) est (n° 33) 
ÔX fra(æ, 7) + 07 fay (es J); 
celle de f,(æ:; Vi RAA A est de même 
0x fx + OF Jys: 
il vient ainsi, pour la valeur principale de (43, — dz), l’ex- 
pression 
Ja: de dx + fr, (dx Ôy + dy Ôx)+ f,: dy dy. 
On supposera maintenant (hypothèses non indispensables) que 
AT LE dy = dy, 
et l’on désignera par d? 3 (difjérentielle seconde) l'expression pré- 
cédente, c’est-à-dire la valeur principale de la quantité dz, — dz, 
en représentant par d3 la différentielle totale qui correspond aux 
valeurs +, y, et aux accroissements dx, dy, des variables, et 


par d:, la différentielle qui correspond aux valeurs x + dx, 
y + dy, et aux accroissements dx, dy, des variables. Ainsi 


ds = fi:d2?+ 0 fx, dx dy + f,: dy?; 
9 14 LJ L La e. LL 
ce que l’on écrit aussi, suivant les notations de Jacobi, 


223 0? 


(14) d: = 
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On voit qu’on obtient l’expression (14) de d?3 en différentiant 
le second membre de la relation 


03 0z 
lz = — OT, À 
c A EAU 


et en traitant, dans ce calcul, les facteurs dx, dy comme des con- 
stantes. 


En effet, d’après le n° 33, 


0z . 023 0?z3 
HN UE", SRE De En UE 2 
ai) 0e 7 0x 0Y e 
et l’on a bien 


C'est ce que l’on résume en disant que d?3 est la différentielle 
de dz, lorsque l’on suppose les accroissements dx, dy indépen- 
dants de x et y. 

D'après la définition, à cause des hypothèses dx, = dx, 
dy, = dy, d?3 n’est déterminé que si l’on fixe les variables indé- 
pendantes dont dépend 3; on devrait donc écrire d;,3, pour 
préciser (voir plus bas, n° 43, Remarque 1°). 


Remarque. — Les différentielles secondes des variables indé- 
pendantes sont nulles; car, si 5 = x, on a, 


Ms Ps VOA 
HER DA0 Ru Ÿ x OV? d 
OU DA M Pig m0. 
42. Différentielle seconde d’une fonction composée. — Soit 


ARR UUESiU), 


une fonction des quantités &, #, w, qui sont elles-mêmes fonctions 
des variables indépendantes +, y. On a (n° 35) 


dz = À du + B de + Cdw, 


CRE “ Pate , of of Of 
en désignant par À, B, C les dérivées RE ee 
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On peut écrire 


ou )+ de dp 0% d0® 
=A(S ar + D dr B( SE de + D dy)+ (SE de + D dy), 


On a ainsi mis dz sous la forme P dx + Q dy; pour obtenir 
d?.,3, il faut, d’après la règle du numéro précédent, différentier le 
second membre, en traitant dans le calcul dx et dy comme des 


constantes. Il vient ainsi 


+ EAU | Me 
ie (Ta _ mn dr)+dB(3 dr + dy) 
/ à? 
+A(S Le de dy + TE dy?) + ; 
\0T 


c’est-à-dire 
(15) d2,:= dA du + Ad},u+dB de+ Bd, + dCdw+Cd?;w 


En d’autres termes, d?z s'obtient en différentiant l'expression 
À du + B de + C dz, de dz, et en écrivant d'u, d?v, d?w pour 
les différentielles de du, dv, diw : c’est la même règle que pour 
les fonctions composées d’une seule variable. 

Cette règle comprend, comme cas particulier, celle du n° 41 
pour le calcul de d?z, lorsque z est une fonction donnée dexet y, 
et d’après laquelle on doit différentier dz en regardant dx et dy 
comme des constantes, c’est-à-dire en écrivant o au lieu de dx 
et d?y° : or d?x et d?y sont effectivement nuls (Remarque du n° 41). 

On peut donner une autre forme à la formule (15). On a 


03 a 3 PNEUS 
\ = DRE ne — 
ou op ow 
d?z oO? z 223 
AA == du TEE di 
ou? du dv du dw à 


? 023 023 
d2z — . - du? + re CES 5 - dw? 
022 0223 
du dv ds 
(16) + 2 TR LL As D Bron du dsw 
0?z 


03 0z 0z 
+ 2 do dw + — Bu + — do + — d'w, 
\ dv vw ou 0p 0 
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formule où les variables indépendantes ne figurent pas explicite- 


ment. 


43. Remarques. — 1° Lorsqu'aux variables indépendantes, + 
et y, on substitue d’autres variables, u et e, d? 3 change de valeur; 
car si l’on part de l’équation 

Oz 0z 
ds = — du + — dv 
du dpi Fuen 
et si l’on différentie les deux membres en prenant x et y comme 
variables indépendantes, 1l vient en appliquant la règle du n° 42 : 


0?z 9? 3 023 
5 À) 0) du do + dv? + 
ou? du dp dv? 


À 


ou 


03 
d2,u + — d£,v. 
L } de LY 


On peut écrire 
03 03 


2,3 = d?,3 2 2 
dè,s = di,3 + Su dày u + So der 


et l’on voit bien que d°,.3 et d°,,3 ne sont pas identiques. 

Mais il importe de remarquer que si 3 est une fonction com- 
posée z—/(u, v, w), la différentielle seconde, d?z3, donnée 
par (16), garde la même forme quelles que soient les variables 
indépendantes : cela lient à ce que ces variables ne figurent pas. 
explicitement dans le second membre de (16). Il en résulte ce 
grand avantage de la notation différentielle que si l’on a une 
équation 

pu, F,W)= 0, 
entre des fonctions w, », des variables indépendantes, on pourra 
écrire, en différentiant deux fois, 


[l 29 02v 024 
0 =" Au2t L dv? > L dw? 
du? 7 dp2 7 ww? 
’ 02 © d?@ 
16 bis { + 2 AUOT Eu A 
( ) du dv du dw 
d2v% 92 0 do 
D OO Din CO EEE Ton 
de dw du dv dw s 


quelles que sortent les variables indépendantes et quel que soit 
leur nombre. Si, dans la suite des calculs, on avait avantage à 
prendre w, par exemple, pour une des variables indépendantes, 
on n'aurait qu'à faire dans la formule d'u = 0. 
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L'extension des formules (14), (16) et (16 bés) à un nombre 
quelconque de fonctions composantes, u, », æ, ou de variables 


indépendantes, est immédiate. 

02z 
0x? 
différentielle seconde, d?3, par le carré de dx; la formule 


2° La dérivée seconde partielle 


n’est pas le quotient de la 


023 023 023 
d'3 = -—— dr? +0 dx dy + — dy? 
0x? 0x 0y 0y? 
; es . 023 0? 3 
le montre immédiatement. Même observation pour - » =—» el 
OLO VIOL 


de là encore l’utilité, pour éviter toute confusion, d'employer la 
lettre 0 dans les dérivées partielles. 


44. Différentielles d'ordre supérieur. — En raisonnant sur la 
différentielle seconde d?z, comme on l’a fait sur dz, on définit la 
différentielle troisième d3z d’une fonction 3, de deux variables 
indépendantes x et y : celle-ci s'obtient en différentiant l’ex- 
pression de d?z et en traitant, dans ce calcul, dx et dy comme 
des constantes. Ainsi, de la relation 


Pire 33 125 € LEURS à 

en désignant par —- la dérivée troisième de 3 par rapport à x, 
OL 
3 3 RE TE 4 LE : : x 

par -—— la dérivée troisième prise deux fois par rapport à et 

02? 0y 
une fois par rapport à y, .... 

On en déduit 


On aurait de même d'z3, et ainsi de suite. 
La loi de formation est évidente; les coefficients sont ceux du 
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binome, de sorte qu'en général 


0" 3 On 3 
dus Te dxi+n RATES: dzn-1 dy 
LA PA ul 4 
as 
(17) n(n—1) 073 HEC 
+ — er - drn-2dy?+...…. 


FD CAT ET 


\ 


Pour établir cette formule, vérifiée pour ñ —1 et n — 2, mon- 
trons que si elle est vraie pour une valeur n, elle est vraie 
pour x» +1. À cet elfet, différentions (15) en traitant, dans le 
calcul, selon la règle, dx et dy comme des constantes ; il vient 


g1+1 g o+1 z 


(18) d'uls ee = 


dx'rri 0x! 0y 


dy) APE. 


on+1 3 
dxP+l OUEE 
est la somme de deux coefficients consécutifs du second membre 

on z og 


de (17), à savoir ceux des termes en PA MERE et EEE EST 


On voit que le coefficient du terme en CD PARC ARE 


coefficients qui, dans la notation des combinaisons, se représentent 
par C?*' et CP. Or on a (Cours de Mathématiques spéciales) 


+1 DIE P+1 
CP st Ge Ge 


ce qui démontre le théorème. | 
Il est clair que pour les variables indépendantes, en vertu 
DM de 0 D -n.- dit eiditM= 0. 
On écrit souvent la formule (15) sous la forme d’une puissance 
symbolique 
Oz 03 n 
dr 2 1e lx+ — dy), 
0x 0Y 
en convenant de développer le second membre suivant la formule 
PP 
du binome et de remplacer les expressions 


dz\x /0z\f Fe OX+8$ 3 
—— _ VO ——. 
0x 0y 0220 
De même, s’il y a plus de deux variables indépendantes, d'z 


sera donnée par la formule symbolique 


dnz — Pr ee Care \? 
a=( TMC AARRT r...] \ 


45. Différentielles successives d’une fonction composée. — Les 
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différentielles successives d’une fonction composée 3 = f(u,e) 
s’obtiennent (n° 42) en différentiant une, deux, trois, ... fois la 
relation 


0Z Ed 


ds = — du + — dv, 


ou 0p 


et en écrivant d'u, d'u, ..., pour les différentielles successives 
de du, du, ... La démonstralion est la même que celle donnée 
au n° 42 pour d?z. 

On obtiendra ainsi l'expression de d?3 en fonction de 


AUOT MOULE ERP RCE LL EN: 


toutes ces différentielles correspondant, bien entendu, au même 
choix des variables indépendantes. 


A6. Différentielles successives d’un produit. — En particulier, 
soit la fonction composée 


SE UD) 
On à 
dz=udy + v du, 


dz = u do + odu do + pv du, 
et en général 


n(nr —I 
d'z=udio+ n dudr 19 + ÊTES Lu A2 EN 
1e 


les coefficients étant ceux du binome. On établit cette formule 
par la méthode du n° 44; elle est due à Leibniz. 


AT. Théorème. — St l’on a obtenu d’une manière quel- 
conque l’expression de la différentielle seconde d’une fonc- 
tion z, de deux variables indépendantes x et y, sous la forme 


d': = A dx? + 2B dx dy + GC dy?, 


on «a nécessatrement 


CHAPITRE 1. — GÉNÉRALITÉS; DIFFÉRENTIELLES. 41 


el 
À dx?+ 2B dx dy + CG dy?, 


doivent être égales quels que soient +, y, dx et dy. 
L'extension à d3, d‘z,..., et à un nombre quelconque de 
variables indépendantes, est immédiate. 


48. Dans le cas particulier d’une fonction 3, de deux variables 
indépendantes æ et y, on fait souvent usage des notations sui- 
vantes, qu'il est utile de connaître. On pose 


GENE 03 

FAO dy q; 
D OP RÉ SR CT E Te CHROME 
02? 0x 0 0 Re 0 ONU GE 0e ie AV ARR ONU 


On a ainsi 
ds = p dx + q dy, 
d?z = r dx?+ 25 dx dy + t dy?. 


L'équation z — f(x, y) représente une surface; en un point de 
cette surface (x, 7, z), on sait que le plan tangent a pour équation 


Z—s = f(X—x) + f,(Y — 7), 
ou, avec les notations ci-dessus, 
hr A ont 1 De À Ce DE 
Remarque. — Soit M(x,7,2) un point de la surface 
3=f(r, y); 


désignons par T (fig. 5) le point du plan tangent en M qui a pour 


D sx+ dr, y+dy 


coordonnées x + dx, y + dy; le z de ce point sera, d’après 
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{ équation du plan langent, 


C—=2z+p dx + q dy. 

D'où 

C—3=TP = p dx + q dy, 
c'est-à-dire dz. 

Donc la différenuelle dz est rigoureusement égale à l’accroisse- 
ment de l’ordonnée 3, quand on passe du point M(x,7) sur la 
surface au point voisin T(x + dx, y + dy) sur le plan tangent 
en M (axes rectangulaires ou obliques). 

On en déduirait, comme dans le cas des fonctions d’une seule 
variable, une définition ou interprétation géométrique de la diffé- 
rentielle seconde d?z. 


V. — DÉTERMINANTS FONCTIONNELS. 


49. Définition; première propriété. — Soient n» fonctions de 
ñ variables indépendantes, n = 3 par exemple : 


LVL Dee): p= fe(æ, y, 2), w = f3(x, 7,4). 


On nomme déterminant fonctionnel ou jacobien de ces fonc- 
tions le déterminant de leurs dérivées partielles 


0x Oy 03 
dep Jp  dp 
0x dy 03 | 
0  dæw 0 
Ô0æ 0y ‘dz 
d(u,v,æw) 
et on le désigne souvent par la notation et Cette notation 
V,& 


est Jusüfiée par ce fait que le jacobien joue, dans la théorie des 
fonctions de plusieurs variables, un rôle analogue à celui de la 
dérivée dans celle des fonctions d’une variable. 

La première propriété du jacobien est la généralisation de la 
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ER 
Q2 


formule qui donne la dérivée d’une fonction de fonction 


du du dx 
dE dx dt’ 


& étant fonction de x et x fonction de £. Pour le jacobien, on a la 
formule analogue 


d(u,v,æm)  d(u,v,w) (+, Me) 
MSN TERRES ATEN 


(19) 


en supposant que w, e, w soient des fonctions de x, y, z et 
que æ, y, 3 soient eux-mêmes des fonctions de trois autres 
variables indépendantes 6, n, €. 

Cette formule, en effet, n’est autre, par définition, que celle-ci 


ou ou ou L du du ou CEA 07 0x 
DER ON ERA DL dy z Œ On d 
d6 de de Jp de de dy 0 0 
D te A A CE 
d0œ dw dw 0æ  dw dæ 03 51003 
NOTE UE OLD OF JEMNOTREUL 


Or on a, d’après la théorie des dérivées, 


Ou : Ou 0x ou dy ou 03 
EE —- ss = — se, 
JÉRONOTÈE dy d£ 0z 0 


ou ou op dw : 
— y —o ve.) —. Si l’on 
On Œ 7 À 


porte ces valeurs dans le premier des trois déterminants (20), on 


et des expressions semblables pour 


obtient un déterminant, qui, en vertu d’une règle connue, est 
le produit du second et du troisième déterminants (20) : la for- 
mule (19) est donc vérifiée. 


90. Corollaire. — Si w, #, sont des fonctions de x, y, 3, on 
peut inversement considérer æ, y, z comme fonctions de w, 6, w, 
c’est-à-dire que, pour les variables &, n, € du numéro précédent, 
on peut prendre w, 6, . Faisons donc, dans la formule (20), Eu, 
n= 9,6 —=#: le premier membre se réduit au déterminant 


| EC 
DROIT, 
OO 
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et 1l reste 
d(u,v,w) d(x, y, 3) 


0x, 7,2) 0(u,v,w) 


t 


c’est-à-dire que le jacobien de w, #, æ par rapport à x, y, z est 
l'inverse du jacobien de +, y, 3 par rapport à w, p, w. 


51. Seconde propriété. — La condition nécessaire et sufft- 
sante pour que n fonctions de n variables indépendantes sotent 
liées par une relation est que leur jacobien, par rapport à ces 
variables, soit nul. 


Soient par exemple les trois fonctions de trois variables : 


“= fa 7s) v=fiers), w=fi(e, 7,2); 


PRE FAN TOLNT EU 


RL EL An. o| est nécessaire et 
0(X, Wie) 


je dis que la condition énoncée | 
suffisante. 
1° En effet, si w, 6, æ sont liées par une relation , 
o(U,V, Ww)= 0, 
où ne figure, bien entendu, explicitement aucune des variables 


x, Y, 3, on en déduit, en dérivant successivement par rapport aux 
trois variables indépendantes x, y, £ : 


do ou 09 dv 00 dw 
, PS + i RE 


du 0x PSG D GE. 1e 
do du do dp do 0dw 4 
D du ay 000 DR 


00 du do de do dw 


1 


ne A = 
ou 03 0p 0z ow oz 


— O, 
09 OS 
Ou” de” 0w ° 


comme la fonction v contient, par hypothèse, une au moins des 


c’est-à-dire trois équations linéaires et homogènes en 


AS : pe ñ Op 0 09 
uantités I Srivé L, Li, - 
q u, v, æ, les trois dérivées partielles Ju? Do? jy Ne Sont 


pas nulles simultanément, ce qui exige que le déterminant de 


leurs coefficients, dans le système (21), soit identiquement nul. 


OH C , 
AOL la condi- 


Ce déterminant étant précisément le jacobien 
Ô(T, Y,2) 


ion énoncée est nécessaire. 
2° Elle est suffisante : car, dire que le déterminant jacobien 
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est nul, c’est dire qu’on peut déterminer trois fonctions a, 8, y 
de æ, y, 3, non nulles simultanément et vérifiant les relations 


ou 1 de dw 

À —— = AP a 
dx 1e 0x 0x "es 
du n 20 do 
EV ts TS 11 10: 
0) 0Y 0Y 
ou s de d 

e2 G y 2 
0 9x | Oz À 


Multiplions la première de ces relations par dx, la seconde 
par dy, la troisième par dz, et ajoutons membre à membre; il 
vient 


(22) a du+$ de +ydw = 0, 


et je dis que cette équation (22) établit que w, 6, w ne sont pas 
indépendants l’un de l’autre, c’est-à-dire sont liés par une relation. 
En effet, si u, p, æ étaient indépendants, on pourrait les prendre 
comme variables indépendantes à la place de x, y, 3, de sorte 
que leurs différentielles totales (ou accroissements) du, de, dw 
seraient absolument arbitraires; du, de, dw seraient donc indé- 
pendants entre eux et indépendants aussi des valeurs de x, y, z, 
u,#,®, c’est-à-dire qu'aucune équation telle que (22) ne pourrait 
avoir lieu. L'existence d’une telle équation entraîne donc la con- 
séquence que w, #, æ sont liés par une relation o(u,v, w)—= 0. 


CMOES D: 


Exemple. — Les fonctions de deux variables indépendantes 
LR p = logæx + logy 


sont liées par une relation, car leur jacobien est nul : 


ou du ” 

== I I = (9 1f 
dp  dp . — 
Où 0y A UE 


On a effectivement 6 -— logu, comme on le voyait a priori. 


59. On démontre d’une manière absolument pareille le théo- 
rème plus général suivant : 


La condition nécessaire et suffisante pour que n fonctions, 
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Us Uo, .., Un, de n + p variables indépendantes æ1, Zs, .., 
Tnsp) SOtent liées par une relation est que tous les déterminants 
d'ordre n formés avec n colonnes quelconques du tableau 


ou: ou; 
071 0Ta 
OU 
T1” 

ot 
Un our 
OZ; < 


socent identiquement nuls. 


03 


ou; 


) 
OT n+p 
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CHAPITRE I, 


PREMIERS EXEMPLES GÉOMÉTRIQUES D'INFINIMENT PETITS. 


53. Formule de Taylor. — On aura besoin, pour certains dé- 
veloppements d’infiniment petits, de la formule de Taylor, établie 
dans le cours de Mathématiques spéciales, et qu’on va rappeler 
ICI. 

Soit f(x) une fonction d’une variable réelle x, qui soit con- 
linue et déterminée, ainsi que ses (7 —1) premières dérivées, 
entre æ — «a el æ = b; supposons de plus que, dans le même in- 
tervalle, la dérivée d’ordre n existe et soit déterminée; on aura, 
si æ et æ + À sont compris entre a et b, 


| re Jn—1 
J(æ+h)=f(2)+ hf" (x) +...+ en HTC RE 
le reste R, ayant pour expression 
SAT RENE, 
JR ee he fn(x+0h), 


DL 20 el) 


p désignant un entier positif qu'on peut choisir arbitrairement, 
et Ü un nombre compris entre 6 et 1 qui dépend de p, dexet 
de k, et dont la valeur exacte est inconnue. 

£n faisant p = n et p —=1, on obtient les formes du reste dues 
à Lagrange et à Cauchy 


AE dpt 
Lt Je +0), Ra ÉETSUR 


hr fr(x+0h). 
Sidans la formule de Laylor on fait x —10 et si l’on écrit 
ensuite æ à la place de h, on a la formule de Aaclaurin : 


rn—) 
(na —:1)! 


JKrI=Y(o)+ ef (0), + 
RE LS TA SN ES 


4 RARE CNR Ip) 


J'A(o)+R;; 
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54. Élément d’arc. — C'est un infiniment petit dont le rôle 
est considérable en Géométrie. 

Définissons d’abord la longueur d’un arc de courbe plane AB. 
Marquons sur l’are, en allant de À vers B (713.6), des points suc- 


cessifs A, @,,@», &3, ...,B et considérons le périmètre du poly- 
gone Aa;as@3...B; nous établirons plus tard (Calcul inté- 
gral) que ce périmètre tend vers une limite quand le nombre des 
points de division augmente indéfiniment, de manière que tous 
les côtés du polygone tendent vers zéro; cette limite, indépen- 
dante du mode de division, se nomme la longueur de l’arc AB. 

Admettons provisoirement ce résultat ; soit s la longueur d’un 
arc AM, cherchons sa différentielle ds, c’est-à-dire la valeur 


[l 

| 

[l 

L 

ll 

| 
O 38 L+dx 2 


principale de l'élément d’arc MM’, M' étant infiniment voisin 
de M (fg. 7). 
Je dis que cette valeur principale est la même que celle de la 


corde MM’. 
Menons, en effet, les tangentes en M et M' à l'arc (Jig. 8); le 


Fig. 8. 


+ 


M LARETE m° 


périmètre de tout polygone inscrit dans l’are convexe MM! est 
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inférieur au périmètre de la ligne enveloppante MT + TM’ qui a 
mêmes extrémités, et supérieur à la corde MM’. En passant à la 
limite, on à 

corde MM’ € arcMM' < MT + TM; 


ou, en abaissant TQ perpendiculaire sur la corde et désignant 
par y et y’ les angles des tangentes et de la corde, 


corde MM' € arcMM' < ir + L'ADE . 
COS (10 

Or y et y ont pour limites zéro quand M tend vers M, car la 
tangente est la limite de la corde; la valeur principale du dernier 
membre est donc MQ + M'Q, c’est-à-dire la corde MM. Il en 
résulte que arc MM, compris entre deux quantités dont la valeur 
principale est cordeMM' à lui-même pour valeur principale 
cordeMM'. CON D. 


Corollaire. — On a démontré, en même temps, qu’un arc 
infiniment petit MM’ a même valeur principale que la somme des 
tangentes extrèmes MT + MT. 


DD. Expressions diverses de l’élément d'arc. — Soient x, y les 
coordonnées de M; x + dx et y + Ay celles de M’. On a, en coor- 
données cartésiennes rectangulaires ( fig. 7), 


2 


MM" — da?+Ay : 


donc, puisque la valeur principale de Ay est dy?, 
(1) ds? = dx? + dy?; ds = Vdx?+ dy?. 


On écrit aussi, en mettant l'infiniment petit dx en évidence, 


dy \? ——-.; 
) ds= arf/1+ (PV = Vers 


y! désignant la dérivée de l’ordonnée y de la courbe considérée 
par rapport à l’abscisse x. 


ns 
NN 


96. Remarque. — Soit (fig. 0) l'angle que forme la corde MM’ 
dirigée de M vers M avec Or, dirigé de O vers +; on a, sur la 
figure, 

MP = MM'cos®,  M'P = MM'sin6”. 
H. f 


50 PREMIÈRE PARTIE. — CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


En passant à la limite, la valeur principale de MM est ds; 


celles de MP et M'P sont dx et dy; celle de W est l’angle 0 de la 


tangente avec Ox; donc on a : 


dx = ds cos0, dy = ds sin, 
formules souvent utiles. 


57. En coordonnées polaires, les formules de transformation 


sont 
T = p COSW, 


DB SUITE, 
d’où 
dx = dp cosw — p sinw dw, 
dy = de sinw + 9 cosw dw. 
On en conclut, en portant dans (1), 


(3)  ds?= dr?+ dy? = do? + p? du? ou ds = dw ÿp?+ 92. 


L à do 
l 4 ’ ë L K ’ Ï £, \ 
p' désignant la dérivée, PES de o par rapport à w. 


Cette formule peut s’établir directement. 
Menons, en effet, les rayons vecteurs des deux points voisins M 


Fig. 10. 


M’ 


oZÀ 
et M'{ fig. 10); abaissons MP normal à OM’. On a 


MM'—MP +PM'. 
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Prenons w pour variable indépendante, l’angle MOM' est du; 


soient 
OM=p,  OM'= 9 + Ao. 


Il vient, avec ces notations, 
MP = p sin(dw ), PM'= OM'— OP = p+ A9 — 0 cos(dw). 


Comme As est du même ordre que dw (n° 20), la valeur prin- 
cipale de PM, c’est-à-dire de p + A5 —o{(1—{dw?+...) est 
celle de As ou db; la valeur principale de MP, ou o sin dw, est o du, 
et par suite, 


valeur principale MM' —o?dw?+ dp?.  G.Q.F. D. 


58. Courbure d’un élément d'arc plan. — Soit MM! un arc de 
courbe plane infiniment petit, de longueur ds; désignons par € 
l’angle de contingence de cet arc, c’est-à-dire l’angle infiniment 
petit que forment les tangentes à ses deux extrémités ( fig. 11). 


On appelle courbure de l’élément MM la limite du rapport … 


lorsque, le point M restant fixe, la longueur ds tend vers zéro. 
Cette limite se nomme aussi courbure de la courbe considérée 
au point M. 


99. Courbure d’une circonférence. — Pour un arc de cercle MM, 
de rayon R et de centre O ( fig. 12), l'angle de contingence est 


évidemment égal à l’angle au centre MOM ; comme on a rigou- 
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reusement 
arCMN= RE, 
: € ; rs. 
on voit que la courbure, on” St Constante et égale à l’in- 


verse du rayon. 


60. Courbure d’une courbe quelconque. — Soit # la courbure 
en un point +, y d’une courbe plane représentée, en coordonnées 
rectangulaires, par y = f(x); par définition, 


© 
© 
L 


ds 


k = lim 


Or s est l'angle de la tangente en M(x, y), de coefficient angu- 
laire f'(x), avec la tangente en M'(x + dx, y + Ay), de coeffi- 
cient angulaire f(x + dx); on a donc 


ange (et) f(e) | f'+dr fe) ide fe). fl, 
Dr ET (ri FCO 1 US) fie dr) 


et, en remplaçant chaque terme par sa valeur principale, 


Ar EC) 


valeur-principale de £ = 
MATE 1+ f(x) 


D'ailleurs on a vu que 


ds = dx Vi + f(x), 
il en résulte 
| le uE ere 


say 3 
: : RÉ AIE OI 
On écrit aussi 


{4 


(4) k= —1—., 


ve 
(He) 


y',7" étant les dérivées de l’ordonnée y de la courbe considérée, 
par rapport à l’abscisse x. 


61. Cercle de courbure. — On nomme cercle de courbure en 
un point M d’une courbe plane le cercle tangent en M à la courbe 
et qui a même courbure que celle-ci au point M. On suppose de 
plus qu'en M la convexité du cercle est tournée dans le même 
sens que celle de la courbe. 

D’après ce qu’on a dit sur la courbure d’une circonférence, le 
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; I : . 
rayon R du cercle de courbure est PE c'est-à-dire que 
rt 


3 
dE) 


5 = 
(5) : - 


La quantité R se nomme le rayon de courbure de la courbe 
au point M. 

Le centre du cercle est dit centre de courbure de la courbe 
en M; il jouit d’une importante propriété géométrique. 


\ 


O’ 


La normale à la courbe en M et la normale en un point M, infi- 
niment voisin, se coupent ( fig. 13) en un point O’et font entre 
elles un angle évidemment égal à l’angle de contingence & de 


l’arc MM; le triangle MO'M' donne 
O'M MM’ 


sinM  sins 
d’où, en passant à la limite et observant que la limite de l’angle M’ 


est évidemment = et par suite que celle de sinM' est l'unité, 


; l 
Lin OM = É Re 
En d’autres termes, la position limite du point O”, où la nor- 
male en M’ coupe la normale en M, est le centre de courbure de 
la courbe en M, car le centre de courbure est sur la normale en M, 
à une distance R de M et du même côté de M que le point O". 


Sous une autre forme : 


Le centre de courbure en M est le point où la normale en M 
touche la courbe enveloppe des normales. 


54 PREMIÈRE PARTIE. — CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


L’enveloppe des normales à une courbe plane se nomme la 
développée de celle-ci; inversement, la première courbe est une 
développante de la seconde. 


62. Rayon de courbure en coordonnées polaires. — Soient V 
et « ( fig. 14) les angles de la tangente en un point d’une courbe 


O #9 1 
avec le rayon vecteur et avec l’axe polaire. On a 
a—=V+u, 


et l’on sait, si o — f(w) est l'équation polaire de la courbe, que 


[D 


tang V — 


e 
(4 


F&; 


L’angle de contingence est évidemment As; l'élément d'arc 
étant (n° 57) 
de ment 


on a, pour le rayon de courbure, 


ds dw Vo? + p'? 


RE mea 
Or 
(pe pp") 
19 CA Lo ER " 
V = arctang Lee aV= Re rs dw — Fo PS du, 
? ee pè+ p° 
p? 
d’où 
8 
2 l2\2 
Re Re 
FH 2p?— pp 
63. Remarque. — Par définition, la courbure et le rayon de 


courbure sont des quantités essentiellement positives; dans la 
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formule 
3 
(1+ y'2)? 
(Es ) ni ls ? 
à 


on devra donc prendre devant le radical Le signe convenable pour 
que R soit posiuf. 

C’est pourquoi on écril souvent, en mettant le signe + en 
évidence, 


On peut toutefois donner un signe au rayon de courbure en 


e 
faisant la convention de prendre (1+7'?)* positivement dans la 


formule (5) : le signe de R est alors celui de y”. Or "> 0 (fig. 15) 


O (œ,f) 


O0 


indique, comme on sait, que la courbe tourne sa concavité en M 
vers les y positifs; en ce cas, le centre de courbure O est au- 
dessus de la tangente, et R (qui est > o) doit être porté sur la nor- 


Fig. 16. 


nue 


| 


O 


male en M du côté des y positifs. Si, au contraire, y/<o (fig. 16), 
R (qui est < 0) doit être porté du côté des y négatifs. 
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En d’autres termes, avec la convention admise, les rayons de 
courbure positifs sont portés sur la normale à partir du pied, dans 
le sens des y posilifs; les rayons négatifs le sont dans le sens 
des y négatifs. 


64. Distance d’un point d’une courbe à la tangente voisine. — 
Soit æ, y un point M d’une courbe; la tangente en M a pour 
équation 


(6) NÉE 


PIX ET) =#10: 
La distance à cette tangente du point M'(x + dx, y +Ay), infi- 
niment voisin de M sur la courbe, est 


Ay — y' dx 
Vi+y”? 
Or 


Ay=y(xz+dr)—7y(x)= 7 dx + =)" da? + 9" dri+..., 


ce qui donne pour valeur principale, à, de la distance considérée 


Cette valeur est du second ordre, comme on devait s’y 
attendre (n° 25); on peut transformer la formule en introduisant 
l'arc MM'— ds et le rayon de courbure R en M : 

(1+ y?) 


ds'= dæ?(1 + y'?), R — È s 
4 


On a, en tirant y” et dx? de ces deux relations et portant dans à, 


me k 1 ds? 
Es SL 
7 : ; 
formule très souvent appliquée. 
65. Coordonnées du centre de courbure. — Le centre de cour- 


bure (4, $) en M est sur la normale en M, à une distance R du 
pied de celle-ci; on a donc 


tr _ 19 
(8) a AE AREA RUE ue M 


9 1A an. Vi+y? ‘# 
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Pour déterminer le signe à choisir, remarquons que le centre 
de courbure est, par rapport à la tangente, du côté des y positifs 
si y/>> 0; du côté des y négatifs siy”< 0; ce qui revient à dire 
que 8 — y a le signe de y” (vorr les deux figures précédentes). Il 
en résulte que l’on doit prendre le signe +, ce qui donne 


| I+ y’? +7? 
(9) nt. ne 


On peut encore trouver ces formules en cherchant le point où 
la normale en M, 


(X=y)}E KR z)= 0, 


touche son enveloppe; ce point est donné (Cours de Mathé- 
matiques spéciales) par l’équation de la normale jointe à celte 
équation dérivée par rapport au paramètre (qui est æ) : 


M io, 


d’où l’on tire, pour les coordonnées X, Y du point cherché, les 
expressions (9). 


66. Remarque. — Dans les formules qui précèdent entrent 
y’ et y”; si la courbe considérée est donnée sous la forme 
o(x, y)—= 0, non résolue par rapport à y, il est aisé de calculer 
J'ety". On a en effet, en dérivant l’équation e = 0 par rapport 
dr, 

MCE 0 
d'où y'; dérivons une seconde fois 


AU DT 19 1 (ENT 
Das FIV Pay VIP tJ'p; = 0, 


d’où y”; une nouvelle dérivation donnerait y”, 
Soit par exemple l’ellipse 


br?+ ay? — ab? = 0. 
On a 
bx+ayy'= 0, 
c’est-à-dire 


vs 
A 


58 PREMIÈRE PARTIE. — CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


Une nouvelle dérivation donne 


VD b? Y —2Y" b? a?y?2+ b2x? RE AURTT. b* 


a? DE a? ay? a? y 


Par suite, on a, pour le rayon de courbure, R, au point x, y 


109 


3 
(1+y2)?  (aty?+ br? ins 


R=+ 


9 a: b* 

67. Autre expression du rayon de courbure. — S1 la courbe, 
au lieu d’être donnée sous la forme y — f(x), est donnée sous la 
forme paramétrique 


x —=G(t), Y = Ÿ(t), 


t étant un paramètre variable, il est aisé d’obtenir l’expression du 
rayon de courbure R, en fonction des dérivées de o et de 4 par 
rapport à £. 
On a en effet 
dy =y'(x) dx; 


différentions en regardant t comme la variable indépendante 


y =" (a) da+y(x)d?x 


d’où 
x LIT VERYN EL) APT 
Remplaçons y’(x) par Ÿ 7 et portons dans l’expression de R ces 


valeurs de y”(x) et y ne il vient : 


3 3 
2 2 


[EP ACRITE (dr?+ dy?) 


SET EMEA ” dxd'y — dyd?x 


les différentielles étant prises dans l’hypothèse où la variable indé- 
pendante est £. On peut écrire, en divisantles deux termes par dt”, 


3 
sr TO OR 
TiYt— Vrlt D'(E)YCE)— Y'CE) DCE) 


68. Arc de développée. — Soient M et M deux points voisins 
sur une courbe plane, O et O'les points où les normales en M et M’ 
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touchent la développée, T leur point de rencontre; cherchons la 


valeur principale de l’élément d’arc de développée OO" ( fig. 17). 


Fig: 


Cette valeur est la même (n° 54, corollaire) que celle de la 
somme TO'+ TO, c’est-à-dire (M'O'—MT)+(MT — MO); 
si donc on désigne par R et R + AR les rayons de courbure en M 
etM',ona 


(10) Valeur principale O0'=M'O'—MO+MT—M'T=AR+MT—MT. 


Je dis que MT — M'T est un infiniment petit d'ordre supérieur 
à AR, c’est-à-dire à dR; ou, puisque R est fonction de l'arc 
s—M,M de la courbe proposée, d'ordre supérieur à ds 
ou MM’ (n° 20). On a en effet, dans le triangle MTM’, 
MT. MT MM’ 


sinM'  sinM Sin EE ? 


MT_MT—MM (= M'— sin Es 
/ 


Sin € 


sin M'— sin M 


et tout revient à prouver que est un infiniment petit. 


sin € 
Or 
sinM'— sin M sin(M+e)— sin M 

sin € ir sin € 

ec? € 
sin M —+ € cosM — —sinM +...— sin M COM ES NT ET 
2 2 
S— SE... 1—+e+... 
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et cette expression est bien un infiniment petit, puisque, la limite 
; T ; 

de l’angle M étant … celle de cos M est zéro. 


Par suite, la valeur principale (10) de OO" est celle de AR, 
c’est-à-dire dR, et l’on a, en désignant par cs l’arc de développée, 


RTE) do = dR. 
On en conclut (n° 21) 


s = R+ const. 


c'est-à-dire que l’arc fini de développée 0,0 (ig. 18), d'origine 


Fig. 18. 


fixe O,, est égal, à une constante près, au rayon de courbure MO. 
On détermine la constante en supposant que M coïncide avec Île 
point M, de la courbe, pour lequel le centre de courbure est O,; 
alors 5 — 0, et la constante est par suite — R;,, R, étant le rayon 
de courbure M,O,. Donc 


arcO,O — MO — MoO = R — Ro, 
ce qui s’'énonce ainsi : 


Un arc de développée est égal à la différence des rayons 
de courbure de la développante qui correspondent à ses extré- 
mités (1). 


/ 


(!) Il résulte de cette propriété que si un fil inextensible, d’abord tendu sui- 
vant OM, est enroulé ensuite sur la développée O0, de manière à rester toujours 
tendu et tangent à la développée au point où il s’en détache, le point M de ce fil 
décrira la développante MM,. C’est là l’origine des termes de développées et de 
développantes. 
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69. Rayons de courbure des développées successives. — Soit À 
l'angle que forme la tangente en un point +, y d'une courbe 
y = f(x) avec l'axe des æ; on a 


tang 0 nr ou 0 — arc tang y”. 


Le rayon de courbure R au même point et l’angle 4 sont fonc- 
tions de la seule variable indépendante x; ils sont donc fonction 
l’un de l’autre, de sorte que 


On obtiendrait cette relation en éliminant x entre les équations 


Lee 
RE (x) 


1% [Se 


; Can 07 CX) 


Cela posé, soient M et M’{(/ig. 19) deux points voisins sur la 
Fig. 19. 


M 


courbe considérée (c); O et O'les centres de courbure en Met M, 
centres qui sont sur la développée (d); O, et O; les centres de 
courbure de (d) en O et O’, centres qui sont sur la développée (d;) 
de (d); et ainsi de suite. On peut donner des rayons de courbure 
successifs de (d), (d,), ... aux points O, O,, ... une expression 
remarquable. 


Soit d’abord R’ le rayon de courbure OO, de (d) au point O; 
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on a 
ar000! 
Re 


e 
œ 


R'=— lim 


car l’angle OT, O' est évidemment égal à langle de contin- 


gence e de l’arc MM’. D'ailleurs, d’après le numéro précédent, 
arcOO'!— dR, et évidemment ( fig. 20) e — dû. 


On a donc 


dR ' 


On aura de même pour le rayon de courbure R’= 0,0,, 


de (d) au point O,, 


PE) dr’ arc RO o" 
A Vas ar ANS HUE 


et ainsi de suite. Donc : 


Soit R=— %(0) la relation qui lie le rayon de courbure KR, en 
un point M d'une courbe plane, à l’angleN que fait la tangente 
en ce point avec l’axe des x; soient O le centre de courbure 
en M; O, celui de la développée en O ; O, celui de la développée 
en O,, et ainsi de suite. On a 


OOi=R'= (0), O0: = R'—#"(6), 
10. Corollaire I. — On déduit de là l’expression de R', R’, 


en fonction des coordonnées +, y du point M, et des dérivées 
successives y’, y”, ... en ce point. En effet 
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d’où 


1 
(re sy 1 9 72 f5 
dR — CT [37'7"2— 7" (+ 72)] de. 
D'ailleurs 
0 — arctangy’, 
d’où 
PRES s dx, 
1+ y? 
ce qui donne 
3 
PE NN Er DD Re e 
(12) R'— AN PU MAN EST VERT 


| dr De ENT 
On calculerait de même R/— > etainsi de suite; il est clair 


que dans l’expression de chaque rayon nouveau s’introduit une 
nouvelle dérivée de y, qui, la première fois qu’elle apparaît, 
figure linéairement, c’est-à-dire au premier degré. 


71. Corollaire II. — Soient y —7y(x) et y — Y(x)les équa- 
uons de deux courbes ayant un point commun M, d’abscisse x; 
on a 

Y(To)= Y(Xo). 
Si les deux courbes ont même tangente en M,, il est clair que 


J'(to)= Y'(to). 


Si l’on veut encore qu'elles aient même centre de courbure O, 
il faut et 1l suffit que les rayons de courbure soient égaux et de 
méme signe, Ce qui équivaut à 


YU TI)— Metro) 


car y” figure au premier degré dans l'expression du rayon de 
courbure. | 

Si l’on veut de plus que les deux développées aient même 
centre de courbure O, en O, c’est-à-dire même KR, il faut et il 
suffit en outre que 


HAUTE Co) 


car y” figure au premier degré dans R’; et ainsi de suite. 


712. Tangente à l’extrémité d’une courbe diamétrale. — Soit MT 
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la tangente à une courbe en un point M (fig. 21); menons une 
sécante HK parallèle à MT et voisine de MT, coupant la courbe 
en Het K, voisins de M; M' étant le milieu de HK, on demande 


la limite du coefficient angulaire de la droite MM'. C’est évi- 
demment le coefficient angulaire de la tangente en M au diamètre 
des cordes parallèles à MT. 

Soient x et y(x) les coordonnées de M; x+het x + k les 
abscisses de H et K. L’ordonnée de M’ sera la demi-somme des 
ordonnées y(x+h) et y(x +k), et le coefficient angulaire 
de MM' sera 


_slr(æ+h)+y(e+h)]- (x) y(æ+h)+y(r+k)—2y(x) 


sa 
T+h+rx+k)-2x hk+k 


ou, en développant y(æ+h),y(x+k) par la formule de Taylor, 


A Le à PA 9 a 1 tam A Re au") à. 


h 4 X 
(13) 
ne Fr T Fa R?+ 72 /" 1 J R3 + k3 Le 
\ HU 2 h Le Chr D Ft 


D'ailleurs les infiniment petits L et £ sont liés par une relation 
que l’on obtient en écrivant que HK est parallèle à MT, c’est- 
à-dire 

Y(T+h)—y(z +£Æ) 
(h —K) 


= y (x), 
ou, en développant 


(h—k)y(x)+5(hk=k2) y" (x) + Hh3— 43)" (x) +... : 


Divisons par À — k au premier membre, il vient : 


COPA UERPAO EU ENST ES NACRE 
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Prenons À pour infiniment petit principal, et exprimons d’abord 
h+%k, qui figure dans (13), en fonction de X. L’équation (14) 
s'écrit 


I 


CHE) pe) SIC + PACE + À) 2 A] y"(e) +. = 0, 


les termes non écrits étant d’ordre trois au moins en # et À + k. 
La valeur principale du premier membre est 


(+R) (e)+ SE y"), 


car les termes en À (h-+k) et (h+ k)? sont d’ordre supérieur 
au terme en (}-- Æ); on à donc 


Valeur principale = CR + k)y'(æ) = — ; k7"(æ), 
c’est-à-dire 


Valeur principale À + & = — Ur (æ) 


Le 


Ta). 
et par suite 


Valeur principale À — —X. 
Portons ces valeurs dans (13), il vient 
: | [ 2Kk?y"(x | 
lim p = y'(æ)+ = Je) 


ste vx)" 


SU AR) 


car les termes suivants dans n: renferment évidemment # en 
facteur; donc finalement 


limu=y — 3; 
y', y”, y" étant les dérivées de y au point M. Cette valeur est dif- 
férente de y’ (sauf aux points d’inflexion pour lesquels y”= 0), 


c'est-à-dire que la tangente au diamètre et la tangente à la courbe 
proposée en M sont distinctes. 


13. Corollaire. — Reprenons la tangente MT et la corde paral- 


lèle infiniment voisine HK (fig. 22); je dis que l’arc HM a même 


valeur principale que la demi-corde HM’. En effet, dans le 
H. 


5 
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triangle HMM' : 
corde HM 2 sin MM'H 
EM sinM MH 


Le rapport des deux sinus tend vers l’unité, car l'angle M M'H 
a pour limite l'angle non nul de la tangente MT avec la tangente 


Fi 


Das 


œ 
5° 


Z 
H 
à la courbe diamétrale en M, et l'angle M'MH a pour limite l'angle 


supplémentaire. 


Remarque. — Dans le raisonnement précédent, on n’a pas 
tenu compte explicitement de l’hypothèse que M est le milieu 
de HK ; on s’est appuyé uniquement sur ce que les deux sinus du 
second rapport ne tendent pas vers zéro, c’est-à-dire sur ce que la 
tangente à la proposée et la tangente à la courbe diamétrale en M 
font un angle non nul. 

Il semble qu'on puisse recommencer le même raisonnement 
en supposant, par exemple, que M' soit au quart de la corde HK 
à parur de H, et l’on démontrerait ainsi que l’arc HM et le quart 
de la corde HK ont même valeur; résultat en contradiction avec le 
précédent. L'erreur du second raisonnement provient de ce que 
la direcuon limite de MM coïncide alors avec MT ('), de sorte 


(!) Il est aisé de s’en rendre compte. Si M'divise HK dans le rapport Erren a, 
q 
pour les coordonnées de ce point, 
x L 
——— [g(æ+h)+p(r+k] et 
mers LE) P( ] FRERE 


[ay (æ+h)+py(æ+k)], 


d’où, pour le coefficient angulaire x de MM, 


pi = TS PER 
MA g(z+h)+p(z+k)—(p+q)x 
= J')Tgh + pk] +3 y" (æ)[qh+ pk] +. 
re gh + pk 


D'ailleurs L et Æ sont toujours liés par la relation (14), qui a donné pour X la 
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que les deux sinus qui interviennent dans le corollaire ont pour 
limite zéro, et rien ne prouve que leur rapport tende vers l’unité. 


74. Application du Corollaire. — Soit à évaluer le rayon de 
courbure en un point M d’une ellipse (fig. 23). Prenons H infini- 


Fis. 23: 


N 


ment voisin de M sur la courbe et menons la corde HK, parallèle 
à la tangente en M. On a, pour le rayon de courbure R cherché, 
en vertu de la formule du n° 64, 


2 


RU 
3) Ô 


à désignant la distance de H à la tangente en M, c’est-à-dire la 
distance de M à la corde HK. 

Menons le diamètre OM, qui passe par le nulieu M de HK; 
on à 

DM NES 0e 

6 étant l’angle du diamètre OM avec son conjugué OQ. D'ailleurs, 
d’après le Corollaire précédent, on peut remplacer HM par HM’, 
et il vient 
1 HM' 


valeur principale — X. Il vient alors, en supposant . 21, c'est-à-dire en supposant 
que M’ n’est pas le milieu de HK, 


TONER ER INTER RE TRACE" 7) 
= — 2 _— AD UT Ne 
È An 0) ANT 


ce qui montre que limu'= y’, puisque p —g2o. GuQ F- Ds 
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D’après une propriété fondamentale de l’ellipse, si N est la 


M' 


Les : , + HN 
seconde extrémité du diamètre OM, la quantité =—— est la 
MM" x 


M'N 
même pour tous les points H de l’ellipse; elle est donc égale, en 


particulier, à =» b' et a’ désignant les demi-diamètres conjugués 


OP et OM. Par suite, 


mel b'?2 | j b'?2 

R= lim-MN ———— = -2a ———. 
2 a'?sin 0 2 a'?sin0 

En vertu d'un des théorèmes d’Apollonius a'b'siné est égal 

à ab, en désignant par « et par b les axes de l’ellipse; on a donc 


p'3 
ab ? 


formule où b/ est le demi-diamètre parallèle à la tangente en M. 


Géométrie infinitésimale. 


15. IL est souvent utile et facile de raisonner géométrique- 
ment sur les infiniment petits sans faire appel à appareil des 
formules analytiques; nous allons donner quelques exemples de, 
questions traitées par cette méthode qu'il importe de savoir 


manier. 


16. Triangle formé par une corde et les tangentes aux extré- 
M et M’ étant infiniment voisins sur une courbe, MT 


mités. 


Dee tie el de eine = T 


M’ 


ct MT (fig. 24) les tangentes en ces points, on demande les 
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valeurs principales des côtés et des angles du triangle MTM’, 
infiniment petit principal étant l’arc MM'— ds. 

On a d’abord : 

Valeur principale corde MM'=— ds, 


ds 


Angle PTM’= angle de contingence & — nr 


2 


R étant le rayon de courbure en M. 


Abaissons M'P normal à MT; on sait (n° 64) que 
, nr RACE 
Valeur principale M'P — TR 


Or le triangle PTM' donne 


et, en remplaçant M’'P par sa valeur principale, sine par sa valeur 


principale E — 2 on à 


Valeur principale TM'— : ds. 


Comme MT + TM’ a pour valeur principale ds (n° 54, Corol- 


laire), on a aussi 


Valeur principale MT = - ds. 


I 
2 
Les angles yet Ÿ en M et M'5se calculent aisément. On a 


M'P = MM'siny, 
d’où 
M'P 1 ds? 


Valeur principale y — M Done — 


WI 


Comme ÿ + y —e, on a aussi 
d 


R 


Valeur principale y — 


D | 
D Im 
. 


17. Application. — On considère le triangle ABC (fig. 25), 
formé par trois tangentes en trois points infiniment voisins 
M, M”, M’ pris sur une courbe; on demande la position limite 
du cercle circonscrit à ce triangle. 

À la limite, tous les points À, B, C, M”, M' sont confondus en M; 
le cercle cherché passe donc par M. Le centre du cercle circon- 
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scrit à ABC est sur la perpendiculaire au milieu de AB, droite 
qui, à la limite, devient la normale en M : le cercle cherché à 
donc son centre sur la normale en M, et dès lors touche la 


Fig. 25. 


courbe en M. Il suffit maintenant, pour le déterminer complète- 
ment, de calculer son rayon, car il a évidemment sa concavité 
en M tournée dans le même sens que celle de la courbe. 

Or si Rest le rayon du cercle circonscrit à ABC, on a, par 


une formule connue, 
rive 


” sinB 


D'ailleurs la valeur principale de AC, c’est-à-dire AM"+ M'C, 


est, d’après ce qui précède, 
= (areMM) ne: : (arcM"M') — . (areMM'); 


la valeur principale de sinB est e, angle de contingence de 
l'arc MM'(= ds). Donc 
: 1 ds 
Him2aR'= - — 
DE 
c'est-à-dire que le rayon du cercle cherché est le quart de celui 


du cercle de courbure en M. 


18. Triangle formé par trois points infiniment voisins. — 


Soient M, N, P (Jig. 26), trois points infiniment voisins sur une 
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courbe, et qui, à la limite, se confondent en M; on demande la 
AN AN : , 
valeur principale de la somme des angles M et N du triangle MPN; 
le point P est entre M et N. 
Abaissons MT et NS normales à ia tangente en P; on a 


PSS 


. / A 
M—+—N=— TPM + SPN. 


S° 
#4 
x 
" 


Orle triangle rectangle TPM donne 


RS DL 
(1) sin TPM =" 
« ; 4 À \ (arcMP }? ; 
La valeur principale de MT est (n° 64) — , R, étant le 
1 


rayon de courbure en P, dont la valeur principale est R, rayon 
de courbure en M; la valeur principale de MP est (arcMP); 


l'équation (1) donne donc 


rs arcMP 
leur principale TPM — Re 
Valeur principale M >E 
De même on aura 
arc NP 
Valeur principale SPN — LE — } 
2 R 
d’où 
(2) Valeur principale (fi te NUE Tia (areMP ="areNPae- He 
) 23 R 2 RES 


1 Cé ds 
ds désignant l’arc total MN. On peut observer que R est la 


moitié de l'angle de contingence, e, de cet are. 
La formule (2) est intéressante; elle montre que la valeur prin- 


A ; , 
cipale de (M + N) qui paraissait, & priori, devoir dépendre de 
deux infiniment pelits, arcMP et arc MN, ne dépend que de ce 
dernier. 


19. Applications. — 1° Cercle osculateur. — Considérons le 
cercle qui passe par les trois points M, N, P; je dis qu’à la limite 
il se confond avec le cercle de courbure en M. En effet, p étant le 
rayon du cercle considéré, on à 


Frs corde MN + corde MN 
TES MEN 


sin (ni “- \) 
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La limite de p est donc 


: ; ds UGS 
AR 7e RAT TI & 
valeur principale (M + ) E 


Cette relation établit le théorème, car le cercle de rayon p est 
évidemment, à la limite, tangent à la courbe en M, les deux cour- 
bures étant de même sens; et, puisque limp = R, 1l vient se con- 
fondre avec le cercle de courbure. De là le nom de cercle oscula- 
teur donné à ce dernier cercle. 

2° Courbes passant par trois points consécutifs d’une courbe 
fixe. — Soit une courbe déterminée par un certain nombre de 
conditions, parmi lesquelles figurent celles de passer par les trois 
points M, N, P; je dis qu’à la limite, elle a même cercle de cour- 
bure en M que la proposée. En effet, le cercle qui passe par les trois 
points M, N, P est, à la limite, osculateur à l’une et à l’autre courbe. 

3° Hyperboles équilatères ayant même cercle osculateur en 
un point. — Considérons les hyperboles équilatères qui ont, 
en M, même cercle osculateur que la courbe proposée; on peut 
les regarder, en vertu de ce qui précède, comme limites des hy- 
perboles équilatères passant par M, N, P; le lieu des centres de 
celles-ci, d'après un théorème connu, est le cercle des neuf points 
du triangle MNP, cercle dont le rayon est moitié de celui du 
cercle circonscrit au même triangle. 


IL est clair, d’ailleurs, que le cercle des neuf points (fig. 27), 


Fiion 


c’est-à-dire le cercle qui passe par les milieux des côtés du 
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triangle MNP, est, à la limite, tangent à la proposée en M, sa 
concavité en ce point ayant le sens opposé à celle de la courbe. 

Comme, à la limite, le cercle circonscrit au triangle devient le 
cercle osculateur, on voit que : 


Le lieu des centres des hyperboles équilatères ayant même 
cercle osculateur en un point M est un cercle, tangent exté- 
rieurement en M au cercle osculateur et ayant pour diamètre 
le rayon de celui-ci. 


80. Variation de longueur d’un segment de droite. — Soient AB 
et A'B' (fig. 28) deux positions voisines d’un segment rectiligne 


Fig. 28 
Bis À 
"1 = D 2 4, “ k 
A CN Pa Le : 
q : DT 
au Pr UE at 0 PRE 2 nent nl fn 
A’ B' 


de longueur variable; on demande d’exprimer la variation infini- 
ment petite de la longueur / en fonction des déplacements des 
extrémités. 

Projetons A’ et B’ sur AB en x et B; on a, pour l’accroissement 
de longueur A!, 


AT = A'B'— AB = A'B'— (Az + a8 — BB). 


D'ailleurs, e étant l’angle de A’B'et de AB, 


| 22 \ 
1 [2 

48 — A'B'cose — A'B (: — — +.. * 

2 


A « — AA'cos(AA', AB) — — AA’cos(AA, BA), 
B 5 — BB'cos(BB', AB). 


On a ainsi 


AI — AA'cos(AA', BA)+ BB'cos(BB', AB) +AB(S sat de 
Je dis que, dans le calcul de la valeur principale de A7, on peut 
négliger les termes en e? devant les termes en AA et BB, c’est- 
à-dire que e? est d’ordre infinitésimal supérieur à AA! et BB. 


Soit, en effet, O ( jig. 29) le point de rencontre de AB et A'B'; 
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le triangle OBB’ donne 
BB' OB 


; = D | 
Sin € sin B' 


d’où 

AR OB 
: le BB 

Valeur principale sin(BF7, AB)? 

d’ailleurs à la limite O est le point où AB touche son enveloppe. 


Fig. 29. 


Cela montre que BB’ (et de même AA) est de l’ordre de €. Par 


| 4 


suite, ? est négligeable devant AA’et BB’, et l’on a, pour la valeur 


principale d{, de Al, 
(3) di = AAÂ'cos(AA, BA) + BB'cos(BB, AB). 


C’est la formule cherchée; l’angle (AA”, BA) ( fig. 30 ou 31), 


puisqu'on est passé à la limite, est l’angle que forme la tangente 


Fig. 51. 


(AA, BA) 


en À au lieu du point À, dirigée de À vers A/, avec le segment BA, 


dirigé de B vers À ; et l’angle (BB, AB) se définit de même. 


S1. Remarque. — La formule (3) s'étend au déplacement d’un 
segment dans l’espace; la même démonstration s’applique sans 
modification. Pour établir, toutefois, que AA’ et BB’ ne sont 
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pas d'ordre supérieur à €, on mènera par AB un plan parallèle 
à A'B'et l’on projettera A’B'sur ce plan en a'b'(fig. 32). 
L’angle e est aussi l’angle de AB et de a'b'; Bb'et Aa! sont de 


Pigier 


l'ordre de €, comme on l’a vu plus haut; donc BB’, qui est au 


moins égal à sa projection BD, ne peut être d’ordre infinitésimal 
supérieur à €. 


82. Applications. — 1° Courbes et surfaces parallèles. — S; 
l’on porte sur chaque normale AN à une courbe ou surface (C), à 
partir du pied, À, une longueur constante AB — /, le lieu du 
point B est dit courbe ou surface parallèle à la première. 

Deux courbes ou surfaces parallèles ont les mêmes nor- 
males, c’est-à-dire que la normale en B au lieu du point B est la 


droite AN (Jig. 33). Appliquons, en effet, la formule de varia- 


Pi A © 


N 


tion de longueur au segment AB : { étant constant, d!=0o; la 
droite AB étant normale au lieu de A, cos(AA', BA) — 0; ilreste, 
dans (3), 

cos (BB, AB) = 0, 


c’est-à-dire que la droite AB est normale en B à la direction de 
tous les déplacements BB, du point B; elle est donc normale au 
lieu de ce point. C10 D. 


Réciproquement, toutes les courbes ou surfaces qui ont mêmes 
normales sont parallèles; car si AB est normale en À et B aux 
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lieux de A et de B, les deux cosinus de la formule (3) sont nuls, 
et il reste dl — 0, d’où { — const. 

Dans le plan, les courbes parallèles ont, d’après cela, même 
développée et sont les développantes de leur développée com- 
mune : une courbe plane a donc une infinité simple de dévelop- 
pantes, toutes parallèles entre elles. 


2° T'héorèmes de Chasles sur les arcs de conique. — 


Soient (E) et (E’) (fig. 34) deux ellipses homofocales dont la 


première est intérieure à la seconde. Par un point M de (E ), je 
mène les deux tangentes MP et MQ à (E); je dis que 


MP + MQ — arcPQ = const., 
lorsque le point M se déplace sur (E/). 
Considérons, en effet, un point M, infiniment voisin de M 


sur (E/), et les tangentes M'P', M'Q'; appliquons la formule (5) 


à chacun des segments MP et MQ, il vient 
d(MP) = PP'cos(PP',MP) + MM'cos(MM', PM), 
d(MQ) = QQ'cos(QQ', MQ) + MM'cos(MM', QM). 


Or, c’est une propriété classique des ellipses homofocales que 
les tangentes MP et MQ sont également inclinées sur la tangente 
en M à l’ellipse (E/), c’est-à-dire que 

cos(MM', PM) = — cos(MM', QM): 
il vient alors, en ajoutant les relations (4) membre à membre, 


d(MP + MQ)= PP'cos(PP', MP) + QQ'cos(QQ", MQ). 
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D'ailleurs, les droites MP et MQ étant respectivement tan- 
gentes aux lieux décrits par les points P et ©, le premier cosinus 
du second membre est égal à -— 1 et le second à + 1; il reste alors 

d(MP + MQ)= QQ'— PP'= d(arcPQ), 


d’où 
MP + MQ -- arc PQ = const. C. O0: F. D. 


Remarque. — Si, au lieu d’une ellipse (E/), on considère une 


(H) 


hyperbole (H) ( {g. 35), homofocale à (E), le théorème corres- 
pondant est le suivant : 


MP — MQ = arcPR — arcQR -- const., 


et s'établit de la même manière. La constante est nulle, comme 
on le voit, en supposant que M coïncide avec R; il reste 


arcPR — arcQR = MP — MQ. 


83. Caustiques. — On nomme caustique par réflexion d’une 
courbe plane (C), par rapport à un point O de son plan, l’enve- 
loppe des rayons lumineux issus de O, après leur réflexion sur la 
courbe. 


Détermination du point de contact d’un rayon et de la 
caustique. — Soit OM (fig. 36) un rayon incident, MP ce rayon 
réfléchi; soient de même OM’ et M'P un rayon infiniment voisin 
et son réfléchi : 1l s’agit de trouver la position limite du point P 
commun à MP et M’P; cette position sera, comme on sait, le point 
de contact de MP avec la caustique. 

Menons les normales à (GC) en M et M’; elles se coupent en N, 
et leur angle est l’angle de contingence & de l’arce MM’. Désignons 
par ® et ©’ les deux angles d'incidence, égaux aux angles de ré- 


flexion. 
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Le triangle MM'P donne 


M'P MM 


sinPMM'  sinP’ 


ou, en passant à la limite, 
| d 
(5) lim MP = coso Eee 
NX 
P 
étant posé 
ArCMMEUTS. 


. L2 . A 2 L2 LA N 
Tout revient ainsi à évaluer la valeur principale de l’angle P. On 


a évidemment, par des considérations de Géométrie élémentaire, 
7N /N 
PH Os DE, 


et l’on calcule l’angle Ô dans le triangle OMM': 


OM MM: 
sinMM'O  sinO? 


d’où, à la limite, 


A ds 
Ô0= Où °°? 
et par suite 
A ds ds ds 
Emo RE UC" — 2 — où °°: 
ds 


R désignant le rayon de courbure, —; de la courbe (C) en M. 


7X 2 
Portant cette valeur de P dans (5), on trouve finalement 


lim MP = cosv A 
R_ OM 


Cette formule peut s’écrire plus élégamment. En effet, si l’on 
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pose 
OM= pb; limMP="p:, 
elle devient 


formule qui résout le problème puisqu'elle donne p, (fig. 37), 


Fig. 37. 


c’est-à-dire le point limite P, quand le rayon incident (c’est-à-dire 
le point M) est donné. On en déduit aisément une construction 
géométrique très simple du point P. 


84. Corollaire I. — Si les rayons lumineux incidents sont pa- 


: et. : 7 AR ; 
rallèles, c’est-à-dire si O est à l’infini, = est nul, et il reste 


I 2 


LA 


a — R cos® Où 1 , Cos9, 


(el 


c’est-à-dire que le point P est la projection, sur le rayon réfléchi, 


du point milieu N’ du rayon de courbure MN (jig. 38). 


LI 
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85. Corollaire II. — Centre de courbure de la parabole. — 
Si la courbe (C) est une parabole et si les rayons incidents sont 
parallèles à l'axe, les rayons réfléchis concourent au foyer, qui 
est le point P de chacun d’eux. Donc : 


Dans une parabole, le milieu N' du rayon de courbure en 
un point quelconque, M, est à la rencontre de la normale et 


Fig::30;: 


de la perpendiculaire élevée au foyer F sur le rayon vec- 


teur FM (fig. 39). 


86. Corollaire III. — Centre de courbure de l’ellipse. — Si 
les rayons incidents partent du foyer F d’une ellipse, les rayons 
réfléchis concourent à l’autre foyer F'(/ig. 40). On a donc, en 


appelant 9 et p, les deux rayons vecteurs d’un point M de l’el- 
lhipse, KR le rayon de courbure en M, + l’angle des rayons vecteurs 


et de la normale : 
I Se L a 2 
POPPAUMRR:COS 0 
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ou, puisque p + 51 — 24, 


01 
R coso — PPS 
£ a 


On peut encore observer que le produit des distances des 
loyers F et F’ à la tangente en M est po, cos?o, égal d’ailleurs à b?, 
comme on sail; donc 

T0 


Eee ; 
COS? ® a 


{formule qui donne une construction très simple du centre de 
courbure. 
On peut aussi écrire 


Se 
R — 28 (PP1)°- 


81. Longueur de l’arc de caustique. — Cherchons la valeur 
principale de lélément d’arc PP'(ig. 41) de la caustique, il 


suffit d'appliquer aux segments MP et OM la formule de la varia- 
ion de longueur (3), ce qui donne : 


d(MP) = MM'cos(MM', PM)-- PP'cos(PP', MP). 
d(OM) = MM'cos(MM', OM). 


Ajoutant membre à membre, et remarquant sur la figure que 
cos( MM", PM)=— cost, cos( MM", OM)= cost, CORP MP)=T: 
on irouve 


d(OM + MP) = PP’. 
ER: 6 
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Si donc ç est l’arc P,P (fig. 42) de caustique, PP' est égal 
à do, et l’on a (n° 21) 


OM + MP = 6 + const. 


Fig. 42. 


La constante se détermine en écrivant que s est nul quand M 
et P sont en M, en P,; d’où la formule très simple 


arcP,P =(OM + MP)—(OM,+ M,P,). 
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CHAPITRE HIT. 


CHANGEMENTS DE VARIABLES. 


88. Énoncé du problème. — Soit z une fonction de » variables 


indépendantes x, y,...;, 3=/(x,y,...) On se donne n +1 
quantités, w, ?, ..., w, fonctions de x, y, . 


La 
KIA 
OT PER 5), DE MUT ME ANCENS }, ay Cry, 272). 


En vertu de ces expressions et de l’équation 3 = f(x, y, ...), 
il existe une relation entre w, 6, w, c’est-à-dire que w est fonc- 


uon de w, p, .... Cela posé, le problème du changement de va- 
riables est le suivant : 


Exprimer les dérivées partielles successives de 3 par rap- 

: ; . 0303 -02z ; ’ 

portà x, y, ..., à savoir os Mi fonction des dé- 

rivées partielles successives de sv par rapport à u, 6, ..., à 
dæ dw 0? 0œ  dw 


SOCOI DE ne ie OÙ, UDYéTSeMENT.  ELOTIME 3 tre 
du 06” du?’ F ? ? P du” de 4 
; 03 03 
en fonction de —; —;, -... 
0x dy 


Ce problème peut être traité de bien des manières; on n’indi- 
quera ici qu'une seule méthode reposant sur l’emploi des diffé- 
rentielles totales. Afin de préciser l’énoncé de la règle finale, on 
appellera fonction et variables anciennes celles qui figurent 
dans les dérivées dont on cherche l’expression; fonction et va- 
riables nouvelles celles qui figurent dans les dérivées à l’aide 
desquelles on veut exprimer les précédentes. 


NT : ; 0005 . 
Ainsi, si l’on cherche l’expression de —; —; ..., en fonction 


0x dy 
dw  0w + Re : : 
de SN la fonction ancienne sera 3, les variables an- 


ciennes æ, y, -.., la fonction nouvelle sera w, les variables nou- 
yelles:1,60,,.... 
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(+) 
= 


I. — SOLUTION. 


89. Cela posé, supposons, pour simplifier l'écriture, n = 2; 
z est fonction de deux variables indépendantes x, y, et l’on se 


4 


donne les équations qui définissent le changement de va- 
riables 


(1) u—=G(x,y,s), = %Ÿ(x,7,z), M —Y(7,7,8). 
Admettons que les fonction et variables anciennes soient 
Z,X c’est-à-dire qu’on cherche à exprimer =, = ,..., en fonc- 
LIVE q P Get TA . 
: dæw d0w ” 
ton Ue en nie 
ou 


Partons de la relation de différentielle totale entre la fonction 


et les variables nouvelles 


0 0w 
(2) AE RU ER TN 


et différenuons les équations (1) du changement de variables : 


sa 99 de 
HR ep rer 
(3) de = ar +. 
HR Li. nier 
0x 


Portons maintenant ces valeurs (5) de du, dv, div (!) dans la 
relation (2); 1l vient, en ordonnant par rapport à dx, dy, ds: 


A7 dw 09 0 RCE 04 nr 0 09 | EE dw do | 
Dr r(S re 0x ANT 0 y VAE ou 03 ‘") 


Si l’on résout cette équation par rapport à dz, on a une rela- 


(:) Il n’est pas nécessaire de supposer, comme nous l’avons fait pour simpli- 
fier les écritures, que les trois équations (1) du changement de variables sont 
résolues par rapport aux variables nouvelles u, v, w ; quelle que soit leur forme, 
en les différentiant, on obtiendra trois équations (3) d’où l’on tirera linéaire- 
ment du, dv, dw pour les porter dans (2). En d’autres termes, on éliminera 
du, dv, dw entre (2) et (3). 


DO 
Qt 
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uon de la forme 


(4) dz=P dx +Q dy, 
\ 2 , \ 03 « 023 
et, d’après le n° 38, le coefficient P est égal à DA Q à rs Donc 
dæ do 8 Ow dY dy 
6 MRC NN 03 
à 0x  dw do  dæ où dy” A0 PNR 


D PS OA OR PME 


: AFS: ; : 03 03 : 
ce qui fournit les expressions cherchées de Sr iT en fonction de 


dæ dw 


Su? 9° €L des dérivées partielles des fonctions données », 4, y. 


Le problème du changement de variables est donc résolu 
pour les dérivées premières; calculons maintenant les dérivées 
secondes. 


On opère d’une manière analogue, en différentiant les équa- 
ions (2) et (3) dont on vient de se servir, et en regardant comme 
variables indépendantes les variables anciennes x, y (!). 

On trouve ainsi 


: 92 AU dw 
€ 2 DE LA der Dre ss DA TR. EL, PTS) 
CRJO AE TE du? + 9 a = du dv ne _ dy? Name d'u + nn dv, 
du — es RER nu Ras + cs d? 3, 
x? 0x dy 03 
LODISREC do _ de? 
d?w — ex dx? +.. 


Portons dans (2 bis) les valeurs de d?u, d?v, d?w tirées 
de (3 bis), ainsi que les valeurs de du, dv tirées de (3); nous 
obtenons une relation de la forme 


0=M dr?+ N dy?+P d3?+ 2Q dx dy + 2R dx dz +28 dy dz +Td?2, 


dans laquelle nous remplacerons d3 par sa valeur (4), ce qui donne 
une relation finale de la forme 


Cdx?+ 2D dx dy +E dy? +Td?2 — 0, 


(1) C'est-à-dire en supposant dx = d'y — 0. 


86 PREMIÈRE PARTIE. — CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

0æ dw d?æœ : ww  d2w 

du” 06” du?” Oudv” dp? 

des dérivées partielles, premières et secondes, des fonctions 

données ©, 4, y. Si l’on résout par rapport à d?z, on sait (n° 47) 
d23 1023" 07z 


que les coefficients de dx?, 2 dx dy, dy? sont UV MGR 


où C, D, E, T sont des fonctions de 


en sorte que 


ua 023 ‘ 23 D CE< 
(6) RES Nc a — — 


0x? 1h dx 0Y ie dy? 


E 
T 9 


ce qui résout le problème pour les dérivées secondes. 

On obtiendrait de même les dérivées troisièmes en différentiant 
les équations (2 bis) et (3 bis), et ainsi de suite. 

Voici donc la règle qui résume la solution du problème des 
changements de variables. 


90. Règle. — Soient z la fonction et x, y les variables an- 
ciennes ; # la fonction et w, s les variables nouvelles. 


1° On écrit l'équation de différentielle totale entre la fonction 
el les variables nouvelles, équation que nous appellerons (A) : 


DATE Fe 
7 LR, à 7 e ca} TR 
du 0p 


2° On différentie les équations qui définissent le changement de 
variables, ce qui donne des équations que nous appellerons (B). 

3° On élimine entre (A) et (B) les différentielles des fonction 
et variables nouvelles da, du, do. 


On obtient ainsi une relation, (CG), entre dz, dx, dy qui donne 

immédiatement (n° 38) l’expression de . . en fonction de :”, 
x dy ou 

0 
d 

Pour exprimer les dérivées secondes de 3, on différente (A) 
el (B), et regardant comme variables indépendantes les variables 
anciennes æ et y, entre ces nouvelles relations, (A'), (B’), et les 
équauons (B) et (C) [ou (B) et (A)] on élimine les différentielles 
premières et secondes des fonction et variables nouvelles dw, du, 
dv, d’'w, d'u, d?e, ainsi que la différentielle première de la fonc- 
tion ancienne dz : le résultat est une relation (C') entre d?z, dx, 


es 


: : fe Der. : 023 02z" 03 
dy, qui donne immédiatement (n° 47) 1 expression de AE op or 


TT 7, . 
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en fonction des dérivées premières et secondes de æ par rapport 
à uet v. 

En différentiant encore (A’) et (B'), et opérant d’une manière 
analogue, on aurait les dérivées troisièmes, et ainsi de suite. 


91. Remarque. — Il importe d'observer qu’on ne s’est pas 
servi explicitement, dans ces calculs, de la relation qui lie z à 
x et y, on a seulement supposé qu'elle existait; les formules 
obtenues sont indépendantes de la forme de cette relation. Il en 
résulte que, si une fonction inconnue z, de x, y, satisfait à une 
équation différentielle donnée 


F 02» 02 023 \ 
T at LT EN Ce = ... 4 0 
D Gy? 0y, 0æ?° ) ; 


[A] 


c'est-à-dire que, si l’on a à résoudre (ou intégrer) une telle équa- 
tion, on pourra la transformer par un changement de fonction et 
de variables, sans connaître l'expression de 3 en x et y. Il suffira, 
dans le cas du changement de variables considéré plus haut, de 


lacer dans F le Lités æ, y, 2, 2 leurs v 
remp acer aans 29 quan ILES TX, 7 > Z;) 7 CE TC UC pat CEULSEVAS 


x OV 
dæ  dw : ; : 
@, —; —,..., et l’on aura une équation 
ROUMMOC 


0œw dw 
Piu,0, w, — ;, se del HO: 
ou 


leurs en &, v, 


de 


dont la solution pourra être plus facile à trouver que celle de 
l'équation primitive F = 0. 


II. — CAS PARTICULIERS ET EXEMPLES. 


92. Exemple I. — Soitz— f(x, y); on pose 
Uu = Y +2, P— 3+ 7, M=T+y; 


Zz Ta 23 ; 740: 
et l’on demande d'exprimer —, — et —— en fonction des dérivées 
OADUVAN OC OY 


partielles, premières et secondes, de æ par rapport à w et v. 
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Appliquons la règle : la fonction et les variables nouvelles 


étant (4 —, uw, p, écrivons 


dc 96 
(A) dw— °F du + FE ds. 


Les équations (B), obtenues en différentiant les équations du 


changement de variables sont 


| du = dy + di, 
| dv = dz + dx, 


(B) 
dw = dx + dy, 


Entre (A) et (B) éliminons du, dv, ds pour former la 
uon (C) entre dx, dy, dz;il vient 


ou 


de dw 
= 1 —— 
06 ou 
C dz — Are 010 
(G) dæ (a 0 dw De d%w P 
ou d6 ou 06 


dw dæ 

As EU DT 
0x  0w 0w ” 0Y — dw ww 
ou La 00 AMAR 


rela- 


: 023 RU ge ' 
Reste à calculer Fra POULE cela différentions (A) et (B), en 


0x 0 


regardant + et y, variables anciennes, comme les variables indé- 


pendantes : 


9 32 2 
, 2 (y 0? æ 0? 0% do 
N 2% — du? +2 IL IP EE dre Eu AE 
) ou? du de dv? ou ? 
| CALE CS. 
(B') « do —= d? Z, 


Éliminons d'u, d?6 et d?w entre (A') et (B'), et remplaçons 
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du, dv par leurs valeurs (B); il vient : 


92 9? 
0—=, —(dy +dz3)ÿ +0 ta LÉ ni TE US RE À 
EN Ve dés ART a DA je ) 
02 «x dw dw 
Cd dr) =? = d?z3 
ra dv? À ae) du E de see 
ou en ordonnant 
RS (FE FA DR CA TEE 0? w / 
—= C Z ——— Le ——— AXx- 1,72 
du un der dur 9 


2 2? 2? 


AE) 06 dx dy +a(TE FFT ne )dy da 


2? do? + 9? 2? 0? 
+ 92 —- - + \dr d: + ( De + — *}ds 


| de? du uv, \ du? du dp Jp? 


Cette équation n’est pas encore l’équation définitive, parce 
qu’elle contient non seulement d?z, dx et dy, mais encore dz: 
urons donc dz de (C), suivant la règle, et portons-le dans l’équation 


D > 
0x 0Y” 
n’aurons besoin que de coefficients de d?z et de dx dy. On a ainsi 


ci-dessus : comme nous cherchons l'expression de nous 


+ AR + dy?( ) 


dw 
1 — 
0? 9? w 02 œ de 9? d2 
s | — + — —— a —_—— 
du? Ju de } 0% dw dv? du dv } dw 


ou 7 À ou 


ow { 
fe. dæ 0? (TE) (SE 
le ( | ) Le dw \ 
ANTON 


: m9 Files 
ou? du dv dv? 


Par conséquent on a 


OA EU | 1 
0x dY  dw da 
Ou 0 
en désignant par | ] le coefficient de 2 dx dy dans l’équa- 
tion (C). 
93. Exemple II. — Soit encore z une fonction de +, y; on 


prend pour variables indépendantes, à la place de x, y, les 
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quantités 

u—®(x, y), = (x, y), 
et l’on conserve la fonction z : on demande d'exprimer les dérivées 
premières et secondes de 3 par rapport à æ, y en fonction des 
dérivées de z par rapport à u, ». 


Les fonction et variables nouvelles sont z —, w, v; écrivons donc 
03 Oz 
A dz = — du + — de. 
Ch) ou 06 


Les équations (B) sont ici 


du — PE dx —+— de dy, 
(B) 0x 6} 
{ il 
Hô ARR AAE A 
0x U)4 


D'où, en éliminant du et de : 


03 0® Oz 03 do  0z 04 


ce qui donne 


V3 103109 002600 03 0z 09 03 d 
(6) _— = — + — —, — — — + . 
ot du 0x de 0x 0y ou 0 de 0y 


Pour calculer les dérivées secondes, différentions (A) et (B), 
les variables indépendantes étant x et y : 


023 }? z 023 3 Z 
(A') dz = — du?+2 È du do + — de? + “ d'u + de dv, 
ou’ u 0p dv 2 Ju de 
02 92% 02 ® 
lu — 2 » = Le ete 2 
| du dx? + PES dx d) TE dy?, 
(B') + | 
d?p — SA PET 
OT? 


2x /do do 2 . 
PA ere de] (UE ES % ARRET . 
d + (2 dx + D d) ) 
03 24 2 \ 03 ee CA 
+ (Par S.à Mans da? dx Fr ve ) 


Le second membre ne contenant que dx et dy, et non dz, il 
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n’y a pas à utiliser (C); il ne reste qu’à ordonner par rapport à dx 


et dy : 


22 P4 2 po ot )2 Z | z Oo? g 0? 
d:= dE (E)+ 0 do ne (DE) 0 re +] 


du? \ 0x ou dv 0x 0x 


+ 2 dx dy( )+ dy?( Je 


Ce qui donne 


CSL UE: (SE) +> zx 0? 0}  d2z /04 dre 020100000580 0 
0x? du? \ 0x “dude 0x 0x dv? V0 Ou 0x? dv 0x?” 
022 
(7) 0x 0Y = 
23 
dy? 
94. Remarque I. — Si l’on demande inversement d'exprimer 
0z 0z : 0z 0z À AE - 
—; —, --. en fonction de —; —;, .:.., la méthode générale exige 
ou dv 0x 0 


que l’on recommence les calculs, en considérant x et y comme les 
variables nouvelles, w et 6 comme les variables anciennes. On peut 
toutefois se servir des calculs précédents, car les équations (6), 


A 
5 


2 \ 03 d 0 
linéaires par rapport a — et ; fournissent ces quantités en fonc- 


ou d6 

tion de de et ee de même, des équations ( ), on peut tirer linéaire- 
0x dy? È I ni) l 

023 0d?z d?2z 


—, =. Cette remarque s'applique au cas général. 
Qu? du dv dv? q pPP!iq 8 


ment 


95. Remarque II. — Dans le cas de l’exemple IT, il est peut- 
être plus court d'employer les dérivées au lieu des différentielles. 
En effet, 3 étant considéré comme une fonction de w et de #, qui 
sont eux-mêmes fonctions de æ et y, on a, par la théorie des 
dérivées : 


CEE 


! E : ro ; dc 
ce sont les équations (6) où l'on a écrit =, -.. au lieu de 
(5 M dx 


ce qui revient au même, puisque u — (x, y). 
Dérivons ces deux équations successivement par rapport à æ 
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03 


03 : : 
et y, en regardant Jet Comme des fonctions de w et», qui sont 


eux-mêmes fonctions de x et y; nous obtenons 


023 92z / ou \? 923 du dv 9x /dv\?  0dz du Az 08e 
Sven HEC PSN se FR Ge MINT 0 
dx? du? \ 0x Ju 00 0T- 0€ dv? \ 0x du dx? dv dr? 


c’est-à-dire les équalions D: 


96. Exemple III. — Soit = — f(x, y); on prend pour variables 


indépendantes, à la place de set y, u = x et v — 7 ; on demande 


; À 5 à VS 00210073 
d'exprimer —= en fonction de —, —, —=, .. 
du? OT dy dx- 


La fonction et les variables nouvelles sont, cette fois, 3 —, x, y; 


la fonction et les variables anciennes sont z, w, v. On a 
(A) dz = p dx + q dy, 
p et q représentant respectivement ge et de (n° 48) 
0x dy : 
D'alleurs les équations du changement de variables 


DIU Peieu 
donnent 


(B) Ari du, dy = + du + u dv. 


Continuons les différentiations en regardant comme variables 
indépendantes w et v, variables anciennes; 1l vient, avec les nota- 
ons du n° 48, 


(A) dz3=rdx?+0s dx dy + tdy?+ p dx + q dy, 
(B') ÉDÉATT d'y = 2du dv; 
d’où, en se servant de (B) pour éliminer dx et dy, 


d?: = r du?+2s du(v du + u de) + t(v du+ u dv)? + 2gq du de. 


2% ; ; 
est le coefficient de du? dans le second membre ; 


La dérivée — 
du? 
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donc 
; 023 
(8) Hi r m2s pepe; 
u? 
. t# 14 
ou, puisque 6 — ©: 
0?z l (rat + ae 
= — (r2?+9sxy + Ly?). 
ou? x? ) 2 A?) 
97. Exemple IV. — Soit encore = — 


LE nr: 


(x, y); cette équation 
définit aussi y comme fonction de x et de z; on demande d’expri- 


mer les dérivées premières et secondes de y par rapport à x et z, 
: …0y. Ô0p 
a savoir 2» 2 aus 


: OR 
MRC EAISAVOITES=r 


., en fonction des dérivées de z par rapport à 
0x 


PO UDAU US SL 
La foncuon et les variables nouvelles sont 3 — 
écrira donc 


, æ el y: on 
(A) 


ds = p dx — y dy. 


Quant aux équations (B), il n’y a pas lieu de les écrire, car 
ellesseréduisent à dx — dx, dy = dy, dz= dz. 


Résolvons (A) par rapport à dy : 


(CG) dy = — Par + sde, 
[4 
ce qui donne 
dy P 0) Ù 
0x q È CON, 


Pour calculer les dérivées secondes, différentions (À), en regar- 


dant comme variables indépendantes x et z, variables anciennes; 
WMentipuisque dx = d23—"0), 


r dx?-= 


2s dx dy + t dy?+ q d'y = 0. 


Enfin, pour obtenir la relation finale entre d?y, dx et dz, rem- 
placons dy par sa valeur (C); nous trouvons 


— q dy = r dr? + 2e de (— LES PETER ds) +1(- Pr + + ds) : 
q q q q 
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ce qui donne 


02y I P DA I e 
= [07 0-09 SE — = —— (rg—: tp? 

| De 2 are) 2 (rq 2spq + ip?), 

02y 1 /S tp 1 
D re ak ER 

| DR t 

d3? q? 
98. Exemple V. — Considérons maintenant une fonction d’une 


seule variable, 7 — f(x), et faisons le changement de variables 


Œ = p COS, DEAD ELITE 


En vertu de y = f(x), p est fonction de w; on demande d’ex- 
primer y”, y, (ou plus simplement y’, y”) en fonction de 5, 0, 
(ou 26 00 


Û 


LU 


La fonction et la variable nouvelles sont 9 et w; écrivons donc 
(A) dp = p'duw. 


| dx — dp cosw — p sinw dw, 


| dy = de sinw + e cosw dw. 


Entre (A) et(B) éliminons do et dw; il suffit de diviser membre 
à membre les deux équations (B), ce qui donne, en tenant compte 
de (A), 


dy y, p'sinw + pcosw. 
(10) P=y = | 


2'cosw — p Sin & ? 


c’est l’expression de y’ en fonction de p’. 
Pour calculer y”, différentions (A) et(B) en regardant comme 
variable indépendante la variable ancienne x; il vient 
(A’) d'p = ?" du? + p'd?w, 
B') ( _o = d?p cosw — 2 dp dw sinw — p cosw dw?— & sinw d?w, 
{ 
| | d'y = d?p sinw + 2 do dw cosw — p sin w dw? + p cosw d'u. 
D’après la méthode générale, il faut, pour obtenir une relation 
entre d?y et dx, éliminer dp, dw, d?p, d?w et dy entre (A), (B), 
(A’),(B°); le plus simple est de tirer dw et do de (A) et de la 
première équation (B), ce qui donne : 
__p'dx 


d 
do =) do D n 
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en posant 
D = 2" cosw — p Sin u). 


Tirons ensuite d?5 et d?w de (B’). Pour cela, multiplions la 
première équation (B’) par cosw, la seconde par sinw et ajoutons 
dy sinw — d?p — 9 duw?, 

d'où 
dx? 


D? 


2 — 2, cl N 
d 2 — d3 SIN U) + 2 


De mème, multiplions la première équation (B’) par sinw, la 
seconde par cosw, et ajoutons : 


d'y cosw = 2 dp dw + 9 d?w, 
d’où 


I dx? 
T0 — 2 An Ur 
dw = = (dy cosw 2'P is) 
0 \ 


Portons enfin les valeurs de dw, d?o et d?w dans (A) : 


RCD dx? ACTE D p ax? \ 
d? y sinw + p De Pop A EG fie D: /’ 


c'est-à-dire, en multipliant les deux membres par », 


dx? 


D2 


4 la 
(pi 2p* 


Did 


" 
TE 2P ) 


ce qui donne finalement 


5 ; !s 1/4 
02+ 90?2— 09 
| | NE 


(11) J"= 


7 (9"cosw — p sinw }? 


99. Corollaire. — D'après cela, l'expression du rayon de 
courbure d’une courbe plane, 5 = 2(w), en coordonnées polaires, 
s’obuiendra en remplaçant, dans la formule 


y'et y” par leurs valeurs (10) et (11); on trouve ainsi, comme 


au n° 62, 


100. Remarque. — Pour trouver l’expression de R en coor- 
100. R P t BP de R 
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données polaires, on aurait pu partir de la formule du n° 67 : 


is |oe 


(Ar? dy?) 


R — , 
d'y dx — dx dy 


où æ et y sont regardées comme fonctions d’une même variable. 
Or, en posant 


æ = p COS, Y = psinw, 


on peut regarder æ et y comme fonctions de w, puisque, sur la 
courbe, 5 est lui-même fonction de w. On en déduit 


dx = d2cosw — p sinw dw, dy = do sinw + o cosw du. 


Différentions encore, en regardant w comme la variable indé- 
pendante, c’est-à-dire en supposant do — 0 : 


dx = d?'p cosw — 2sinw d2 do — 5: cosw duw?, 


d'y = d'p sinw + 2cosw de du — p sin w dw?. 


Il suffit maintenant de porter ces valeurs de dx, dy, &x, dy 
dans R, pour retrouver : 


iv| 


3 Là ee $ 
B (d22+ 5? dw? )? EE va | 
 pdw+2d>de—pdpdo La de? © -dip} 
de (2) 8 To: 


101. Exemple VI. — Soit y — f(x); on pose æ—»(t), et l’on 
demande d’exprimer les dérivées de y par rapport à x en foncuon 
des dérivées de y par rapport à £. 

C’est le plus simple des problèmes de changement de variables, 
et la méthode générale s'applique sans difficulté. Ilest plus court 
toutefois de se servir des dérivées au lieu des différentielles et de 
raisonner comme 1l suit : 


. ! 1! pre ’ A ré 
Soient y,,y,.. . les dérivées de y par rapport à {; soient de 
même æZ,, Z 


4 


:, æ,, -.. les dérivées successives de x, c’est-à-dire 
D'(t), w’(t), .«.; on a évidemment (n° 24) 


Dérivons les deux membres de cette relation par rapport à x. 
Pour dériver le second membre, nous le dériverons par rapport 
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; Ut , CORRE : NE DATE 

à t etnous multiplierons le résultat par AC est-à-dire — ; 1l vient 
a: 

ainsi 


et de même, en continuant les dérivations, 


By mr riat) a" rever) 
dx + Bee ù 
102. Exemple VII. — Soit y —/f(x); on prend y pour va- 


riable indépendante et x pour fonction, et l’on demande d’ex- 
primer les dérivées de y par rapport à x en fonction des dérivées 
de æ par rapport à y. 

Il suffit de supposer, dans l’exemple précédent, {= y, ce qui 
donne 


On aurait pu raisonner directement comme il suit. I est clair 
/ I _ x 
que y, —-7; dérivons les deux membres par rapport à x : la 


CE 


dérivée du premier est y’; pour trouver celle du second, pre- 
nons la dérivée par rapport à y et multiplions par la dérivée de y 
A 9 \ . F . . 
ar rapport à æ. c’est-à-dire par —; 1l vient 
P PP y P ru 


pp ; 
V'aeet. 


: VA 


Intégration d’une équation différentielle. 


103. On rencontre en Physique (Théorie des cordes vibrantes) 
le problème suivant d'Analyse dont on peut trouver la solution à 
laide d’un changement de variables. 


Déterminer la fonction la plus générale u, de deux variables 
indépendantes x et t, qui satisfasse à l’équation 


/ 


(ai= con} 


(1) - 


Conservons l’ancienne fonction «w et prenons pour nouvelles 
He 


m 
À 
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variables indépendantes les quantités 


Ex + at, 


N=T— al; 


cherchons alors ce que devient l'équation (1) après ce change- 


ment de variables. 
On a, en appliquant la méthode par les. dérivées toquée 


dans la Remarque IT du n° 95, 


ou ou 0: ou on ou ou 
= = —  — | — — = — A — 
dt  OŒ dt On ot Œ ‘on 
de même, 
ou ou ou 


PU pee el 
0x 0Ë 07 
et, en continuant les dérivations, 


du ( du ra ( du du \ 
— =afa——a—— | —ala—— —a— }; 


ot? 0? x) dE dr 07? / 
AS du? Au qu 
‘a 0? 0t0n on°/ 

o?u du o?u " o?u 

> = + De— — 

0x? dE? 0Ë 0n On? 


Portons ces valeurs dans l’équation (1); celle-ci se réduit à 


Qu 
NE) 
PES 
Oë 0" 


? 


é PR : , LL 

forme qui s'intègre facilement. En effet, elle exprime que — est 
9 

indépendant de r, puisque sa dérivée par rapport à n est nulle; 


on a donc 
ou 
re 
0Ë 0e E 
f(È) désignant une fonction de &, quelconque d’ailleurs. Remon- 
tons aux primitives R 


u =w(£) + CG, 


o(Ë) étant une primitive de f(£) et C une constante par rapport 
à £, c’est-à-dire une fonction de ”, L(n), d’ailleurs arbitraire. 
Quant à © (£), c'est aussi une fonction arbitraire, comme primi- 
tive d’une fonction arbitraire. On a donc enfin, comme solution 
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la plus générale de l’équation proposée (1), 


HP) En 
c’est-à-dire 
= Or at) rte af), 


« et Ÿ désignant deux fonctions arbitraires. 


Ce résultat est utilisé en Physique. 


III. — CHANGEMENTS DE VARIABLES PLUS GÉNÉRAUX. 


104. Soit toujours 3 une fonction de deux variables indépen- 
dantes x et y; reprenons les formules du changement de variables 
(où nous écrivons X, Ÿ, Z à la place de uw, P, w) : 


(1) Not 7) DOTE re) LRDX VAE 


eu 


Nous avons vu que les dérivées de z par rapport à x et 7 
s'expriment en fonction des dérivées de méme ordre (et d'ordres 
inférieurs) de Z par rapport à X et Ÿ, et réciproquement. 

OZ, 0Z 
OX et Eire 
P et Q sont des fonctions de x, y, z, p, q; et la forme de ces 


En particulier, si l’on désigne par P et Q les dérivées 


fonctions est indépendante de la relation entre 3 —, x et y. (Re- 
marque du n° 91). 

Géométriquement, les équations (1) définissent ce qu’on nomme 
une transformation ponctuelle, parce que, à un point æ,7, x de 
l’espace, elles font correspondre un ou plusieurs points X, Y, Z, 
et réciproquement. Si le point x, y, 3 décrit une surface s, le 
point correspondant X, Ÿ, Z décrira une surface S, et l’on dit 
que s et S sont transformées l’une de l’autre par la transforma- 
tion (1). , 

Ilest clair qu’une transformation ponctuelle conserve le con- 


@ 


act, c’est-à-dire transforme deux surfaces tangentes en deux sur- 
faces tangentes. Soient, en effet, s et s' deux surfaces qui se 
D ) ) Î 
touchent en un point m : c'est dire (n° 48) qu’au point m les 
valeurs de x, y, z, p et g sont les mêmes pour les deux surfaces. 
ER UV ENT 4 EST DERRER RE. NES 
D » Le Li ù 
Désignons par M(X, Y, Z) le transformé de m; 1l résulte de ce 
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qui précède qu’au point M les valeurs de P et Q seront les mêmes 
pour les deux surfaces S et S’, transformées de s et s', c’est-à-dire 
que S et S' se touchent en M. 


105. Cela posé, au lieu d’un changement de variables ponc- 
tuel, considérons le changement de variables plus général : 


(2) X=vy(x%,y,2,p,9),,  Y=Y(2,7;2,p,qg), L=W(/M ep; 9), 


où p et g désignent les dérivées partielles de 3 par rapport à x 
et y. Si le point x, y, 3 décrit une surface donnée, s, les quan- 
uités 3, p et g sont des fonctions connues de x et y, de sorte que 
le point X, Ÿ, Z décrit aussi une surface S dont l’équation s’ob- 
ent en éliminant x et y entre les trois relations (2). La {ransfor- 
mation (2) fait ainsi correspondre à une surface quelconque, 5, 
une surface, S, dite transformée de la première; mais ce n’est 
pas une transformation ponctuelle, car pour déterminer le 
point X, Ÿ, Z il faut se donner non seulement le point x, y, z 
sur la surface s, mais encore pet g, c'est-à-dire le plan tangenten 
ce point à celte surface. 

Cherchons maintenant à déterminer le plan tangent en un point 
OZ OZ 
ox °'9Y 
par rapport à æ et y : la méthode générale du changement de 
variables s'applique sans modification. 

Partons de la relation différentielle entre la fonction et les 


de S, c’est-à-dire à exprimer en fonction des dérivées de z 


variables nouvelles : 
(A) dz = p dx + q dy, 
et différentions les équations (2) du changement de variables, en 
observant (n° 48) que 
dp =rdx+sdy, dqg =sdx +tdy, 


023 923 0?z « 
Il Vient 


, s. étant, Comme d'OrdiIndire 
“A è ? 0x? ? 0x dy” dy? 


DÉS ds Ut do DORE OPEN do, 
| dx PT VE te Me NT ne (s dx +tdy), 
6B) Ye | 


PA 


Il faut maintenant, selon la règle, éliminer dx, dy, dz entre 
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(A) et (B); nous tirons pour cela dz de (A), nous le portons 
dans (B), et nous éliminons dx et dy par le déterminant 


aX Te. do 0o GE La CAC 
à ee 29 net ES =: Ï s — Deré 
0x f; 03 0p L 0q dy 5e7 03 op 0q 
; 04 04 dy 
Y CR TC FR © De = 0. 
& 0x Ps 0) fé * 
4 dd oÙ 
dZ RP + ... 0y ce 


Résolvons enfin cette équation par rapport à dZ; les coefli- 


: = 92 2 AGE 
cients de 4X et dY seront x 1 on c’est-à-dire P et Q. 


Sans développer les calculs, on voit immédiatement que, en 
général, P et Q dépendent non seulement des dérivées pre- 
mières p et g, mais encore des dérivées secondes 7, s, £. C’est 
une différence fondamentale avec le cas des transformations 
ponctuelles; elle subsiste pour les dérivées d’ordre supérieur, 
c'est-à-dire que les dérivées secondes de Z dépendent des déri- 
vées de z jusqu’à l’ordre #roës et ainsi de suite. 


106. Transformations de contact. — Il peut arriver cependant 
que pour des transformations particulières, c’est-à-dire pour des 
formes particulières des fonctions ©, y et 4, les dérivées P et Q 
ne dépendent que de p et g et non de r,s, t; on dit, en ce cas, 
que la transformation (2) est de contact, c'est-à-dire conserve le 
contact. Supposons, en effet, que deux surfaces s et s' se touchent 
en Lo, Vos Zo, Cest-à-dire aient, en ce point, mêmes valeurs 
Po et go de p et q; les deux surfaces transformées de s ets” par (2) 
auront en commun le point 


Xo= (Lo: Yo; 20: Pos Go); VÉ-FATA. SA à Lo = Ÿ(To; eh 


où elles se toucheront, puisque P et Q, qui ne dépendent que 
de x, y, 3, p, q, auront, en, ce point, les mêmes valeurs. 

Les transformations de contact conduisent à une conception 
intéressante des éléments de l’espace. 

Soit, en effet, une transformation de contact (T) 


X=o(x,7,2.p,q), Y=Y(,7,sp,q), L=4%(x,7,s,p,q) 
(T) € d’où l’on déduit, puisque (T) est de contact, 


P=b(x,y,z,p,g), Q—=W(x,7,z,p,q). 
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Considérons maintenant un point m(x, y, 3) de l’espace et une 
surface passant par ce point; le plan tangent x à la surface en m 
a pour coefficients p, g, —1. À toutes les surfaces s passant 
par mn et langentes à © en ce point, la transformation (T) fait 
correspondre des surfaces S, passant par un point M et tangentes 
en ce point à un même plan Il; si donc on appelle élément de 
l’espace l’ensemble d’un point m» et d'un plan 5 passant par ce 
point, on peut dire qu’une transformation de contact fail corres- 
pondre à un élément (m, x) un ou plusieurs éléments (M, IP, 
et réciproquement, De plus, toute surface possédant l’élé- 
ment (m,w), c'est-à-dire tangente à & en m, est transformée 
par (T) en une surface qui possède l’élément correspondant(M, IF). 
Enfin, l’ensemble des éléments appartenant à une surface est 
transformé par (T) en l’ensemble des éléments appartenant à une 
autre surface, à savoir la surface transformée définie au n° 105. 

Analytiquement, la correspondance entre les éléments est éta- 
blie de la manière suivante. 


Le point m étant x, y, 3, et le plan w ayant pour équation 
celle du plan tangent à la surface s, à savoir : 


Qi peer) (ee Mi 


(6, n, € coordonnées courantes); le point M étant de même 
X, Y,Z,etle plan IT ayant pour équation 


a PCT à À Ve AE) pr D 


on a, pour déterminer X, Ÿ, Z, P,Q en fonction de x, y, z, p, q, 
les équations (T) de la transformation. 

On voit qu'on fait maintenant abstraction de la signitication 
de p, g, P, Q comme dérivées; ce sont simplement les coefii- 
clients qui figurent dans l’équation des plans composant les élé- 
ments. 


107. Conséquences. — Dans cette manière de concevoir l’es- 
pace, une surface sera considérée comme le lieu d’une infinité 
double d'éléments, chaque élément étant formé par un point et 
par le plan tangent en ce point; la transformée de la surface 
par (T') sera le lieu des éléments transformés des premiers, et ce 
sera une autre surface, comme on l’a observé plus haut (n° 106). 

Une ligne peut être regardée comme la limite d’une surface 


a] 
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ayant la forme d’un fil de diamètre infiniment peut; il est clair 
qu’à la limite les plans tangents à une pareille surface deviennent 
" a > “ “ 1 “ 1 : à : ? À 4 D 
les plans tangents à la ligne, c’est-à-dire qu’un élément apparte- 
nant à la ligne est formé par un point de celle-ci et par un plan 
quelconque mené par la tangente en ce point. La ligne est ainsi 
le lieu d’une infinité double d'éléments; sa transformée par (T) 
sera en général une surface, rien ne prouvant & priori que ce soit 
une autre ligne. 
Si, par exemple, la ligne est une droite 


VY=AT+M, 


(D) 
Z—=DbT EN, 
un élément sera formé par le point (x,y,3) et un plan quel- 
conque de coefficients p, g, — 1 contenant la droite, c’est-à-dire 
tel que 
p + ag —b=o. 

Pour avoir l’équation en X, Ÿ, Z de la surface transformée de 
la droite, 1l faudra éliminer x, y, z, p, g entre la dernière relation, 
les deux équations (D) de la droite et les trois premières équa- 
tions (T). . 

Un point (x,y,z) peut être regardé comme la limite d’une 
sphère de rayon infiniment petit; c’est donc aussi le lieu d’une 
infinité double d'éléments, formés chacun par le point et par un 
plan quelconque mené par ce point. Sa transformée est une sur- 
face dont l’équation (en X, Y, Z)s’obtient évidemment en élimi- 
nant p et g entre les trois premières équations (T). 

Soient s une surface, S sa transformée par (T}); cherchons la 
transformée d’une ligne { tracée sur s. [l'est clair que / a une in- 
finité simple d'éléments communs avec s, à savoir ceux qui sont 
formés par un point de / el le plan qui touche s (et par suite /) en 
ce point; donc la transformée de / est une surface, À, qui a une 
infinité simple d'éléments communs avec S, c’est-à-dire qui 
touche S en une infinité simple de points, ou encore qui touche S 


suivant une ligne. Ainsi : 


La transformée d’une ligne tracée sur une surface, s, est 
une surface circonscrite à la transformée des. 


St deux lignes l'et se coupent en un point m, elles ont un 
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élément commun, à savoir celui qui est formé par m et par le 
plan des tangentes aux deux courbes en ce point; donc leurs 
transformées ont un élément commun, c'est-à-dire sont deux 
surfaces tangentes en un point. 


108. Remarque. — Reprenons la transformation de contact 
définie par les équations 


(4) X = Cie 0 0). Y=Y (LEE, 4) ZL=%(x,y,2,p,q) 
d’où l’on a uré 
(4 bis) P—=P(x7,7,z,p,g), Q=W(X,ÿ;2,p; q). 

On peut établir que les dérivées secondes R, S, T, de Z par 
rapport à X et Ÿ, s'expriment en fonction de +, y, z et des déri- 
vées premières et secondes de z par rapport à x et y. 

Différentions, en effet, les deux premières équations (4); il 
vient, comme au n° 105, 

PUR 0 0 ; du 0 
ax dre dy + — (p dx + q dy)+ p (de + sdy+ 0 dx +tdy). 
CNE EE 

De ces relations on ure dx et dy en fonction linéaire et ho- 
mogène de dX et dY, les coefficients étant fonctions de x, y, &, 


P: 91,5, t. De même, différentions les deux équations (4 bis) 
en observant que dP et dQ sont respectivement 


RadX+SdY et SdX+T dY;: 
il vient 


) 
R dX +S dY — Te dy 


0P 
0x 03 


p dx + q dy) 
0 0% 
Gps dx + s dy) + Et LUE, 
S dX + T dY — re ER 
0x 


Remplaçons dx et dy par leurs valeurs calculées tout à l'heure 
en fonction de dX et dY, et égalons, dans les deux membres de: 
chaque équation, les coefficients de 4X et de dY ; nous obtenons 
des relations de la forme 


R5S,T = A0nchonsMle Re SNS 0 PTS EC 
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On établirait de même que les dérivées troisièmes de Z par 
rapport à X et Ÿ s'expriment en fonction de +, y, z et des déri- 
vées, Jusqu'à l’ordre érois inclus, de 3 par rapport à æ et y, et 
ainsi de suite. | 

Donnons maintenant des exemples de transformations de con- 
tact. 


109. Transformation de Legendre. — C'est la transformation 
(5) NP, V0 L=—-:2+pr+gy. 


Les équations (B) sont ici 


(6 dX =rdx+s dy, dY =s dr +tdy, 
di =+x(rdx+sdy)+y(s dr +tdy). 


Joignons-y (A) 
dz = p dx + q dy, 


et éliminons dx, dy, dz; il vient 


(7) dZ = x dX + y dY, 
d'où 


Les dérivées secondes r, s, t ne figurant pas dans P et Q, la 
transformation est de contact (!). 


Remarque I. — La transformation de Legendre est une trans- 


(!') Si l’on veut exprimer les dérivées secondes R, S et T, il suffit de diffé- 
rentier (7) en prenant pour variables indépendantes les variables anciennes 
Xet Y;ona 

dZ= dx dX + dy dY, 


et, en remplaçant dx et dy par leurs valeurs en ZX, dY tirées des deux premières 
équations (6): 


rt _ [dX(tdX—sdY)+dY(—sdX + r dY)], 
Fe 


d'où 
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formation par polaires réciproques par rapport au paraboloïde 
2U— #2 p—0. 
En effet, le pôle X, Y, Z du plan tangent 
Or p(Er) 9 (ner), 
par rapport à ce paraboloïde, est défini par 


en Cet MEN | V/ 


=D —q 1. NS D ACT 
ce qui donne bien, pour X, Y, Z, les valeurs (5). Il est d’ailleurs 
évident, & priori, que toute transformation par polaires réci- 
proques est une transformation de contact. 


Remarque 11. — Dans le plan, y élant fonction de x, la 
transformation de Legendre est 


NN Ce Ur 
et l’on trouve 


AVE LYON 
XD MORTE ES 


C’est encore une transformation de polaires réciproques par 
rapport à la parabole 2n — 2 — 0. 


110. Transformation de Sophus Lie. — Elle s'écrit sous les 
deux formes équivalentes : 


Ne pue TU 


JET 
FE MATE D 
(9) X FPE Annee 
ne ; 
ou 


[X+iY ++ xZ =, 
T(X—:Y)+y—2Z— 
Tete TT, 


\ os 


| 
= 


(9') 


Pour vérifier qu’elle est de contact, calculons P et Q. A cet 
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effet, selon la règle, diflérentions les équations.(9") en y rempla- 
çant de suite dz par (p dx + q dy). Les deux premières donnent 


6 dX+ :dY+xdl + dx(Z+p) +qdy =, 


69 | (AX = idY)r—dZ+dr(X—iY)+ dy =. 


IL est inuule de différentier la troisième équation (9/), car les 
deux relations (10) suffisent pour éliminer dx et dy. En ellet, mul- 
tiphions la seconde par — q et ajoutons à la première; dy disparaît 
et 1l reste 


(dX+1dY)—qzx(dX—idY)+dL(x+qg)+dx[Z+p—-qg(X—-1iY)|=o. 


Je dis que le coefficient de dx est nul : il suffit, pour le voir, 
d’y remplacer Z et X — © Y par leurs valeurs tirées de (9). Il 
reste donc 


dZ(x+q)=dX(gzx—1)—-tidY(qzr+i), 
d’où 


(in) DEN 2-0 
ce qui prouve bien que la transformation de Lie est de contact. 


Remarque. — Inversement, si l’on se donne X, Y, Z, P, Q, 


on détermine æ, y, 3, p, g comme il suit. 


Les équations (11) donnent gx et x + q, d’où deux systèmes 
de valeurs pour x et g; la première équation (0/) donne 3, la 
seconde donne y et la troisième p, sans ambiguïté dès que x : 
et g sont connus. Donc à un élément #, y, z, p, q correspond, 
par (g)et(11), un seul élément X, Ÿ, Z, P, Q; inversement, à 
un élément X, :Ÿ, Z, P, Q correspondent deux éléments x, y, z, 


P) 4: 


111. Propriété de la transformation de Lie. — Elle change les 
droites en sphères. 
S1, en effet, le point x, y, 3 décrit la droite 


(12) Y=4aT+ M, LAEUCE en 


un élément appartenant à la droite sera formé par le point æ, y, = 
et par un plan de coefficients (p,g, —1) passant par ce point et 
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contenant la droite. On a donc 
(13) p+ag—b=—o, 


en exprimant, ce qui suffit, que le plan est parallèle à la droite (12). 
Le lieu du point X, Ÿ, 2, c’est-à-dire la surface transformée de 
la droite, s’obtiendra en éliminant x, y, z, p, q entre les trois 
équations (9/), les deux équations (12) et l'équation (13). 
Pour faire l'élimination, uürons y, 3 et p de (12)et(13), en fonc- 
lion de x et de g, et portons dans les trois équations (9). Il vient 


X+iëY+n+zx(Z+b) 0, 
m — Z +r(X\—iY+a)=o. 


eheletn Sete els mn» D eje v ele ee fonte sets. ctvir Duels 


Il est inutile d’écrire la troisième équation, qui contiendrait q, 
car on peut éliminer + entre les deux premières (!). On trouve 
ainsi 


(14) X2+Y2+LX(a+n)+iY(a—n)+Z22+Z(b—m)+an—bm=o; 


équation d’une sphère, et d’une sphère générale, car l'équation 
dépend effectivement des quatre paramètres a, b, met n. 

On voit ainsi qu'à une droite en x, y, s correspond une sphère 
en X, Ÿ, Z; inversement, à une sphère correspondent deux 
droites : car, se donner la sphère (14), c’est se donner a+ n, 
a— n, c'est-à-dire a et n; b— m et bm, c’est-à-dire deux sys- 
tèmes de valeurs de b et m. Une des droites se déduit de l’autre 
en changeant b en — m et m en — b; car ce changement n’altère 
pas b — m et bm. 


112. Applications. — En vertu de la transformation de Lie, la 
géométrie des systèmes de sphères est ramenée à celle des sys- 


tèmes de droites, et ce seul énoncé fait comprendre toute l’im- 
portance de la proposition ci-dessus. Nous en indiquerons plus 


(!) Plus généralement, si x, y, z décrit une courbe, 
æ = HS e = 
J(& Y:2)=0, SL) = 0, 


la surface transformée s'obtient en éliminant æ, y, z entre les deux équa- 
tions f = 0, g — o et les deux premières équations (9). 
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tard une conséquence intéressante; bornons-nous 1c1 à quelques 
remarques. | 

Soit s une surface réglée, c’est-à-dire admettant une infinité 
simple de génératrices rectilignes:; à ces génératrices, la trans- 
formation de Lie fait correspondre des sphères qui, d’après une 
des remarques du n° 107, touchent, chacune suivant une ligne, la 
transformée S de s. Ce résultat s’énonce ainsi : 


La transformée d’une surface réglée est l’enveloppe d’une 
série simplement infinte de sphères. 


À deux droites qui se coupent correspondent (n° 107) deux 
sphères tangentes en un point. 


Ces deux remarques permettent de transformer la propriété 
qu'a l’hyperboloïde à une nappe d'admettre deux séries de géné- 
ratrices reclulignes, telles que les génératrices d’une série ren- 
contrent celles de l’autre; on voit ainsi que : 


Il existe une surface È (la transformée de l’hyperboloïde) 
qui est l’enveloppe de deux séries simplement infinies de 
sphères ; chaque sphère d’une série touche chaque sphère de 
l’autre série. 


L'hyperboloïde est le lieu des droites s'appuyant sur trois 
droites fixes ; donc 


= ñ \! A : += x L ? 
La surface Ÿ peut être regardée comme l'enveloppe des 
sphères qui touchent trois sphères fixes. 


La surface È est, comme on le verrait directement, du qua- 
trième ordre; on la nomme cyclide de Dupin; nous la retrou- 
verons plus tard. 


110 PREMIÈRE PARTIE. — CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


CHAPITRE. IV. 


FORMATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


I. — FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE. 


113. Il est souvent avantageux, pour l'étude des fonctions, de 
former les équations différentielles auxquelles elles satisfont : on 
appelle équation différentielle une relation entre une variable, 
une fonction de cette variable et les dérivées de cette fonction; 
l’ordre d’une équation différentielle est celui de la dérivée d'ordre 
le plus élevé qui y figure. 

Si on a 


on en déduit 


eo} Hhélalwse Late , 


FEES), 


et toute combinaison de ces équations fournira une équauon 
différentielle à laquelle satisfera la fonction y; une fonction 
donnée salisfait donc à une infinité d'équations différentielles de 
n'importe quel ordre. 

Dans les applications, le problème ne se pose pas avec cette 
généralité; Ja plupart du temps, la fonction donnée, y, dépend 
d’un certain nombre de coefficients constants, et l’on se propose 
de former une équation différentielle à laquelle satisfasse y, 
quelles que soient les valeurs de ces coefficients. 

La fonction y, de +, est donc supposée définie par une relation 


(1) FAtGre, Ci; C>, ie 2 in) OS 


renfermant » constantes; on en déduit, par des dérivations suc- 


CeSSsIives, 
OF OÙ» 
(537) ei 260 | 
0x )4 
EF PE 2 2 NES | DES 
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Après x dérivations, on aura (n + 1) équations (1),(2),(3), .…, 

entre lesquelles on éliminera les n quantités Gi, GC», ..., Cu; le 
résultat 


4 


DER UE AM, ere VO) 20 


sera une équation différentielle d'ordre 7x (t}, vérifiée par la fonc- 
uon y, quels que soient C,, C:, ..., C, : elle convient à toutes les 
fonctions y définies par l’équation (1), où C,,..., GC, sont des con- 
stantes arbitraires. Voici des exemples. 


114. Équation différentielle des droites du plan. — La fonc- 
Uon y est définie par 


14 = C1 ke Co, 


G, et C: étant des constantes arbitraires; la méthode précédente 
conduit, pour 7, à l'équation différentielle évidente 


Pr 
de? 
115. Équation différentielle des cercles du plan. — La fonc- 


Uion y est définie par 
2?+y?+ 2x +2uy + h —o, 
À, &, À étant des constantes arbitraires. Appliquons la méthode; 
on à, en dérivant trois fois, 
T+yy'+ À +uy'=0, 
PME AVE" 0) 


yy" VE SU AN nu pie O. 


d’où, en éliminant & entre les deux dernières relations, 


! 


VUE yrEEr EN = 0 y" E 377"), 


c’est-à-dire 
J'G + y?) —3 j 20 PR QUE 


Ÿ 


Cette équalion exprime que le rayon de courbure est constant: 


(!) Ce raisonnement montre que l'équation est au plus d'ordre n; on verra, 
dans le Cours de seconde année, que l’ordre est exactement », lorsque y dépend 
effectivement de 7 constantes arbitraires. 
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: run 2 ; : Gi +y'?)} 
car, en écrivant que la dérivée logarithmique de Ne PNE est nulle, 


on aurait 


I ER 
I + y’? Y” 
116. Équation différentielle des coniques. — La relation entre 


-y et æ peut s’écrire 


Yy=ax+b+y/ma+onr+p, 


a, b, m,n, p étant des constantes arbitraires. Dérivons deux fois : 


| 


y'=a+(mz+n)(max+onx+p) ?, 


| 


toc 


y"= m(mat+ont+p) —(max + n) (mx? + 2% + P)u, 
c'est-à-dire 
_— 
J'=(mz+onx +p) (mp — n?), 


d’où 


| 


2 — 
DE (WTO ET LE) 


y 


GB 


(ML HAanTe Ep). 


Trois dérivations successives vont annuler le second membre; 
l'équation différentielle cherchée prend ainsi la forme simple 


(375) = 0. 


Dans les paraboles, m — 0; il suffit donc de deux dérivauions 
pour annuler le second membre et l'équation différentielle des 
paraboles est 


Ces deux équations développées donnent, pour les coniques, 


1/2) 


Cu 407"3 + 459 YyN— 9Y 2YY — 0; 
pour les paraboles, 
5y'2— “HD AU — O. 
Remarque. — L'équation différentielle des paraboles signifie, 
géométriquement, que les tangentes aux courbes diamétrales, aux 


points où celles-ci coupent la courbe, sont parallèles, En effet, le 
coefficient angulaire de la tangente à la courbe diamétrale au 
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18] | 1 
point (æ,.y) d’une courbe plane est (n° 72) y'—3 D en écrivant 
qu'il est indépendant de +, c’est-à-dire que sa dérivée est nulle, 


on trouve l'équation 
MAP SN y) —0; 


117. Élimination des constantes arbitraires dans le cas de 
plusieurs équations. — Soient, par exemple, deux fonctions y et z, 
de x, définies par les deux équations 

; P Î 


LACTRIET CRT DIU ELU: o(T, Y, 2; Ce: Cn) = 0. 


Pour avoir une équation différentielle vérifiée par y, quelles 
que soient les constantes Ci, GC», ..., CG», on dérivera n fois, par 
rapport à æ, chacune des équations données; on obtiendra ainsi, 
en tout, 22 + 2 équations, entre lesquelles on éliminera les 2 n +1 
UAH IC Ur els, 2, ..., <:uliréstera unepéquaz 
uon différentielle d'ordre x en y. 

On pourra aussi éliminer s entre les deux équations f—0, #— 0, 
ce qui ramènera au Cas d’une seule équation 


RÉROCEE RE CANE"0, 


qu'on traitera comme on l’a indiqué plus haut. 


II. — FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


118. On opère d’une manière analogue dans le cas d’une fonc- 
uon de plusieurs variables indépendantes; si l’on a, par exemple, 
une fonction z, de x et y, définie par lPéquation 


(4) ACT, 3; (OP C2, MA. 0; 


on dérivera successivement par rapport à chacune des deux va- 
riables indépendantes. Comme il y a Æ +1 dérivées partielles 
d'ordre X, quand on aura écrit toutes les dérivées de (4) par 
rapport à x et y jusqu à l’ordre XL inclusivement, on aura en tout 


1+2+3+...+(h+i1)— = (R+1)(A +2), 
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équations, et l’on s’arrêtera dès que ce nombre sera supérieur à A. 
L’élimination de C,, Co, ..., CO» conduira alors à 


(A+) (A+ 2)—n 


équations aux dérivées partielles (!) d'ordre À, auxquelles satisfera 
la fonction z, quelles que soient les constantes C,, . .., Cu. 


119. Mais, dans le cas des fonctions de plusieurs variables, on 
peut aller plus loin et éliminer non seulement des constantes, 


mais des fonctions arbitraires. 
Soit, par exemple, une fonction 3, de x et y, définie par 


(5) la à, Dia) pa (8), 9204)1=—0, 


où F est une fonction donnée; «, fi, y, ..., À des fonctions 
données de x, y, 3; et ®1, , ...,w, des fonctions arbitraires. 
L'équation (5) définit ainsi une infinité de fonctions 3 ou, géomé- 
triquement, une famille de surfaces qui dépend de nr fonctions 
arbitraires. 

Pour former une équation aux dérivées partielles vérifiée par & 
quelles que soient les fonctions ®,, 9», ...,0,, dérivons encore la 
relation (5) par rapport aux deux variables indépendantes x et y. 


Il vient : 
0F 0F 0oF « dx dau A 
ox 0z du ral a) dx 0z ts O, 
OF 0F a 
dy de JR RIT TE Ne Die ne Mel ieie ee , 
03 03 


en posant toujours p — mm 4—= ns On obtient ainsi deux nou- 


velles équations, mais on introduit n quantités nouvelles, &’, 
D, -.., ©, En dérivant une seconde fois, on ajoutera trois équa- 
tions et toujours » quantités nouvelles, ©, ..., ©, : quand on 


(!') Une équation différentielle aux dérivées partielles est une relation entre des 
variables indépendantes æ, y, ..., une fonction z de ces variables, et les dérivées 


partielles de 3 par rapport à æ, y, .... L'ordre d’une telle équation est celui de 
2> 


la dérivée partielle de z d'ordre le plus élevé qui y figure; ainsi ES pe | 


une équation du second ordre. 
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aura pris toutes les dérivées de (5) jusqu’à l’ordre 2 (inclusive- 
ment), on aura en tout 


Ia +(R+1)= (+1) (4 +2) 


équations, entre lesquelles il faudra éliminer 
D Bd er On CE HILORCÉE RER GUAM 
soit en tout n(}—+1) quantités. Donc, lorsque L sera pris assez 
grand (ce qui est toujours possible) pour que l’on ait 
= (+1) (+ 2)> n(hR+1), 
l'élimination pourra se faire (t), et l’on obtiendra ainsi 


= (A+) (h + 2)—n(h=+r), 


équations aux dérivées partielles d'ordre X (?), vérifiées par la 
fonction z, quelles que soient les fonctions arbitraires v. 


190. Exemple I. — Æquation aux dérivées partielles des 
cylindres dont les génératrices sont parallèles à la direction 
DIET, DESUTS 
L'équation cartésienne de ces cylindres est, comme on sait, 

(6) LE 4240 A dm AE 


© étant une fonction arbitraire; pour former une équation aux 
dérivées partielles" vérifiée par 3, dérivons la relation (6), selon 
la méthode générale, par rapport aux variables indépendantes 
GE 

CAC D RES bp (A 

OUI 07)S 


d’où, en éliminant e’, 


(Gi—ap)(=6g)= abpg, 


(:) Il suffit de prendre A tel que (kA+i1)(h+2—2n)>0o, c'est-à-dire 
h—2n—1, et le nombre des équations aux dérivées partielles est n. Il est 
possible d’ailleurs qu’on puisse faire l'élimination des fonctions arbitraires avec 
moins de dérivations. 

(2?) L'ordre peut être inférieur à X. 
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116 
c’est-à-dire 
ap + bg —1=0o (t). 

121. Exemple II. — Æquation aux dérivées partielles des 


cônes de sommet donné, a, b, c. 
L’équation cartésienne de ces cônes est 
2 (— 2) 


3— 0 

= = % 
T— da AE ET 

Dérivons par rapport à æ et y : 

p(x—a)-(z—c) SA 
(æ— a)? HRMNE NEA RT A 

“l er 

z—a* 


2), 


d’où, eu éliminant &’, 
PL GAME) EEE 
122. Exemple III. — É'quation aux dérivées partielles des 


d'ordre m, est définie par la relation 
— To (2) , 
S T 


fonctions homogènes. 
Une fonction homogène, z, de deux variables x et y, et 
où west une fonction arbitraire. Dérivons encore par rapport à x 


LA 
2.2 


3 m—1en — ym—2 ( 
p=man-te—æm ty", 


et y , 
Eu je 
FE GTR E 
SE he xm—2 DE . 
xm—1? 


d'où, en éliminant o ete’, 
= — m—1 
EN URE æmn 
Mis = pT + qYy. 


c'est-à-dire 
(1) Cette équation exprime que le plan tangent à la surface au point æ, y, 3, 


plan dont les coefficients (n° 48) sont p, g, — 1, est parallèle à la direction &, b, 1 


des génératrices; on aurait donc pu l'écrire directement. 
(2?) Cette équation exprime que le plan tangent au point æ, y, z, c'est-à-dire le 


plan p(X—æx)+qg(Y—y)—(Z—3z)=0, passe par le point a, b, c. 
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123. Exemple IV. — Æ'quation aux dérivées partielles des 
surfaces réglées dont les génératrices rencontrent l'axe des z. 
Une droite rencontrant O3 a pour équations 
HART LE 3=ax+b; 
pour qu’elle engendre une surface, il faut que m, a, b soient 


fonctions d'un même paramètre, c’est-à-dire que & et b soient des 
fonctions de mm; f(m) eto(m). L'équation de la surface engendrée 


est alors 

Yu A à 
z=xf|[—)+o(—). 

| K2)-<(2 

Pour former une équation vérifiée par 3, quelles que soient les 

fonctions f et ©, dérivons par rapport à x et y : 


née * 
NS] 


Î Ji LA ! 
HET A ne CE A à 

= à (æf'— 9) 
TES nn 2) 


TE RE 
d’où, en éliminant x f'+ v/, 


> LE #4 
Ô : — — Je 
(8) Pt mi 
La fonction © a disparu (!); il reste à faire disparaître f. 
Dérivons encore (8) par rapport à x et y (?); nous obtenons 


Hart EPA ANRT Je. 


un l É, 
Lin sil oc n et” Me et AE 


(1!) L'équation (8) exprime que le plan tangent à la surface au point æ, y, z 
(n° 48) est parallèle à la direction qui a pour paramètres directeurs 1, . 
(2) c'est-à-dire 1, m, a. En d’autres termes elle exprime que ce plan est pa- 


rallèle à la génératrice de la surface qui passe par le point de contact, ce que 
l’on savait a priori, puisque le plan contient la génératrice. On aurait donc pu 
écrire (8) directement. 

(*) On pose, comme d'habitude, 
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Eliminons enfin f’ entre ces deux relations; il vient 
TL TEEN Sr0 


c'est l’équation cherchée. 
On aurait pu l'obtenir autrement; en effet, l'équation (7) 
montre que, si l’on prend pour variables indépendantes x = u 


7 —p,àlapl | 
li a la ace ere on a 
LEE p, P ÿ; 


02z 

— — O 

du? ; 
quelles que soient les fonctions f et w. Transformons cette équa- 
tion différentielle en revenant aux variables x et y; la formule (8) 
du n° 96 nous donne 


223 


1 
bas (ræ?+2sxy + ty?) 


L’équation différentielle est donc bien 


PL ENS TV =, 


124. Élimination des fonctions arbitraires dans le cas de plu- 
sieurs équations. — Si l’on a, par exemple, deux fonctions, set £, 
de deux variables indépendantes +, y définies par deux équa- 
tions contenant 7 fonclions arbitraires, v,, Ps 0r (*), pour former 
une équation différentielle à laquelle satisfasse z, quelles que 
soient les fonctions v;, on prendra encore les dérivées partielles, 
par rapport à x et y, des deux équations données jusqu’à l’ordre À 
inclus : on aura ainsi en tout 


2 (R+1)(A + 2) 


équations, entre lesquelles on éliminera : 1° les x fonctions v et 
leurs dérivées w, ..., 01, ..., 0%, ..., 0% jusqu’à l’ordre À, soit 


0 


n(h +1) quantités; 2° la fonction £ et ses dérivées partielles 


(1) Comme plus haut, les #,,...,w, sont des fonctions arbitraires respective- 
ment de z quantités &, $, .. , À, qui elles-mêmes sont des fonctions données de 
LT, 9, 2,11; Ainsi 


D = Pix); A io PL PA(A). 
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À : NT sh, 
jusqu’à l’ordre , soit " (h + 1)(h + 2) quantités. On devra donc 


prendre h assez grand pour que 
= CRT) (R+ 2)>n(h +1), 


ce qui est toujours possible (voir le n° 119). 

Ün cas particulier intéressant est celui où o©,, 0», ..., ©, sont 
des foncuons arbitraires de la seconde foncuon #, seule. Dans cet 
ordre d'idées, on se bornera à indiquer deux exemples; le cas 
plus général donnerait lieu à des calculs analogues. 


125. Exemple I. — Æquation aux dérivées partielles des 
surfaces réglées. — Les équations d’une droite étant 


|T+az+a—o, 


(9) ly+bz+8B— 0, 


celte droite engendrera une surface si &, b, a, $ sont des fonc- 
tions d’un paramètre {. Les deux équations (9) définissent alors 
3 et {comme fonctions des deux variables indépendantes x et y, 
et l’on demande de former l'équation aux dérivées partielles que 
vérifie 3, quelles que soient les fonctions «, $, a, b, de é. 

À cet effet, dérivons successivement, par rapport aux variables 
indépendantes x et y, les équations (9); nous obtenons 


|: es 8 + DU 
(9°) “4 Re MR Mo 
È NU RE TES 
| Poor Er 
03 ; RON 
| | RU) NE 0, 
(9) 0z ot 
| RACE cr UISNS EEE 


en désignant par a/, b', a, Ê' les dérivées de a, b, «, B par rap- 
port à £. 
Entre les deux équations (9!) éliminons (a!3 + a); il vient 


nn 


0x 0x 
Lo) —. OSEO 
0y Le 
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De même les deux équations (9”) donnent 


; Re 1 ! DR OR0 
d’où, par élimination du quotient —— : . 
0x * dy 
I+a I + Là Dee 
dhs0 ( 0 0æ 0 
c’est-à-dire 
03 03 
(11) RS PS Pot Le. 


Cette équation n’est pas l’équation différentielle en 3 cherchée, 
puisqu'elle contient encore les fonctions arbitraires & et b, de t; 
pour obtenir une nouvelle relation, dérivons-la par rapport aux 
variables indépendantes +, y; il vient 


NUS 0223 a Ph; 0e ot “PA 
0x? dx 0y ( DECO N )0 LRO 
2 0?z 1e 0223 A0r 1 B' 92 dt Mir 
dx dy dy? “En Pom DA AZ LE on 
eu ARE 0 Oz 
d’où, en éliminant a = + pb, 
0x OV 
023 0223 ( 
.: ie 
0x? 0x 0Y 7 
) F 0 Bz Y (È 
0œOy  0y? OV 


LR 
SE 
DCR 
+ 
à 

© | S 
| à 

IS 


On a ainsi, en portant cette valeur dans (11°), 


; 0? 3 d?z 0? 3 

(13) Qi — + 2Qb —— + b?— = 0, 
2 0x 0yY 0y? 

nouvelle équation qui contient encore «a et b. Les quatre équa- 

tions (9), (11), (13) ne suffisent pas pour éliminer @, b, a, f;il 
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faut une relation de plus, que nous obtiendrons de la même ma- 
nière, en dérivant (13) par rapport à x et y : 


033 033 03 3 ot 
2 DEN 
Cirpee + 2 ab EL b TI CN M Sn Où 
3 z 3 z 3z 
a? 7 D hp Le MR RES 
dx? 0Y 0x dy? OV? OV 


M désignant la dérivée, par rapport à £, du premier membre 
de (15); on en conclut, en éliminant M et en recourant encore à 
l'équation (12) : 


se eo), b ia! mes o_ 3 (£ 
dx 0x? 0y ROME CRC 
Ne Da MU SU ATEN URI 
FÉiepe MIE EE PE MORTE el 
ce qui s'écrit 
033 033 oz 23 
{ D De pe A En) DESSIN CRE | DE 
(14) tie +3a br ab QE + JE 0, 


« à : : RTS a 
et équation cherchée s’obtiendra en éliminant le rapport 5 entre 
(TON etre) 


126. Remarque. — On aurait pu arriver plus simplement à ce 
résultat. On à en effet, sur la surface réglée, quelles que soient 
les variables indépendantes choisies (n° 42), 


d'z = r dx?+os dx dy + t dy?+ p dx + q &y, 
et, par une nouvelle différentiation : 


DR PNR MU , 03 3 APR 
d z — DOTE NO RE eme a TU 


+ 3r dr dx + 3s(dx dy + dx dy)+3tdy dy + pdx+qæ&7y. 


Appliquons ces formules au cas où l’on se déplace, à partir d’un 
point quelconque, %5, Jos 30, de la surface réglée, sur la généra- 
trice rectiligne qui passe par ce point : il n’y a plus alors qu'une 
seule variable indépendante, x par exemple; y et z sont des fonc- 
uons de x, et les deux équations précédentes fournissent encore 
les valeurs correspondantes de d°? 3 et d°z, pourvu qu’on remplace, 
dans les seconds membres, d?x et d’x par zéro, et dy, dy, d'y 
par leurs valeurs en fonction de dx. 
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Or, sur la génératrice considérée, y et 3 sont des fonctions 
linéaires de x, de la forme mx+n et m'x+n', de sorte que dy, 
dz, d'y, d'3 sont nuls, puisque, par hypothèse, dx et dx le 
sont. Les équations ci-dessus, qui donnent d?3 et d?z deviennent 


alors : 


o = r dx?+ 25 dx dy + t dy?, 


b 


8 3 


)3 3 a) 
0—=——d +3 
0x 0y? 


0x3 0x? 


A 083 

dx? dy + 3 dx dy?+ —— dy3 
dy 3 DA dy À LE 
et elles doivent être vérifiées simultanément, en tout point 
Los Jos 30 de la surface réglée, pour une valeur convenable du 
dy 


rapporte 


L'élimination de ce rapport conduit donc à une équa- 


tion entre les dérivées secondes et troisièmes de 3, vérifiée en tout 
point de toute surface réglée, et l’on retombe ainsi sur la conclu- 
sion du numéro précédent. 

127. Exemple II. — Æquation aux dérivées partielles des 
surfaces développables. — On nomme surface développable 
l'enveloppe d’un plan mobile dont les coefficients dépendent d’un 
seul paramètre t. L’équation du plan mobile étant 


(15) 3=ax+by+c, 


où &, b, c sont des fonctions de t, l’équation de la surface s’ob- 
Uendra en éliminant { entre la relation (1 o)etsa dérivée par rapport 
àt(!) 


(16) o=ax+b'y + c'. 


Les deux équations (15) et (16) définissent 3 et £ comme fonc- 
tons des variables indépendantes x et y; pour former l’équation 
différentielle en 3, dérivons-les par rapport à x et y. Il vient, en 
dérivant (15), 

ASS +a+(a'x + by + AE 0, 

4 T 0x 

10) se 


' ; ' ! Ô 
Dior PR HE 


_ 


(") On reviendra sur ce point dans la théorie des enveloppes de surfaces. 
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ou, en tenant compte de (16), 


Il est inutile de dériver (16); ce calcul introduirait a”, b”, c”, 
qui ne figurent pas dans (15) ni dans ses dérivées, et qu’il faudrait 
ensuite éliminer. Dérivons donc les équations (17); nous obtenons 

æ 


DE rer ot ds sd. 
dæ? or | roy 0x | 
022 Ve AAUEEE 023 PER CE 

02 0Y 4 OS dy? TRE 


d’où, en éliminant a’ et D”, 


On a donc 


Date CLÉ COLE 
0x? 0y?  \ox dy) ” 


TT Ss—0: 


c’est-à-dire 


C’est l'équation différentielle cherchée. 
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CHAPITRE V. 


SÉRIES. 


I. — DÉFINITIONS: GÉNÉRALITÉS. 


128. Soit une suite indéfinie de quantités réelles 


Li, Ua, CRC Un, 


Considérons les sommes 


Si — Us, 


S9a = Ui + Uo, 


ee" Rs 9» + ne) e1e7 014 6) 0) ose 6, 0e os 


S1 la suite”s,,ts2, 2%. tend (nu 4) Wersune innitesses 
dit que la série 
Uk Ut... + Un... 


est convergente et a pour somme S. Une série non convergente 
est dite divergente. 

S1 la série converge, c’est qu’on peut, par définition (n° 1), 
étant donnée une quantité LE aussi petite qu'on veut, assigner un 


nombre ñn tel que l’on ait 


mod(Sn+p— Sie : €) 


pour toute valeur nulle ou positive de p. 
En particulier on a 


mod(snh—S)< 2e, 


d’où, en observant que le module d’une somme ou d’une différence 
est plus petit que la somme des modules : 


MOd(Sn+p — Sn) = MOd[(Syrp—S)—(S8n—S)]< Le + Le = E, 


ÉD ES SE 


tds. #0 
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En d’autres termes, si une série converge on peut, étant donnée 
une quantité s aussi petite qu'on veut, assigner un nombre n tel 
que l’on ait, quel que soit l’entier positif p, 


mod (Sy+p— Sn VE; 
ce qu'on écrit aussi : 
MOd (Un-+1 + Unyra +... + Un+tp) LE. 
La réciproque de cette proposition est vraie, c’est-à-dire que, 
si l’on peut ainsi déterminer n, la série proposée converge : nous 
ne donnerons pas la démonstration, qui est assez longue, mais 


n’offre aucune difficulté. Nous n’aurons d’ailleurs pas besoin de 


cetle réciproque. 


129. Conséquences immédiates de la définition. — 1° Pour 
qu'une série converge, tl est nécessaire que le terme général 


tende vers zéro, car 
Un+p = Sn+p— Sn+p—1;, 


et les inégalités nécessaires 


| 


©) mod (Sy+p—1 — D is 


@) 


« 


D | 
LD 


mod (Sn+ip— S)< 


entraînent, comme au n° 128, 
mOd Un+p = MOd[(sn+p— S) —(Srrp1i— S)]< s. 


2° Une série à termes positifs, pour laquelle les sommes 
PR D 50  Jestenuinjérteures, Quelque Soil nn, ŒUIt 
nombre fixe M, est convergente. 


Car une quantité variable s,, qui croit constamment sans pou- 
voir dépasser un nombre fixe M, a une limite. 


3° Une série à termes positifs dont les termes sont inférieurs 
ou égaux aux termes de même rang d’une série convergente 
à termes positifs est convergente. 


Car, si M est la somme de la seconde série, les sommes 
Sy Say ++. Sn) prises dans la première, sont évidemment infé- 


rieures à M. 
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4 Une série à termes positifs et négatifs converge si la 
série des valeurs absolues de ses termes converge. 


Car, sis, et —s, sont les sommes des p termes positifs et 

des g=—n—p termes négatifs, compris dans les » premiers 
À La 7 \ . . 
termes de la proposée, l'hypothèse est que s,+ 5, a une limite 
finie L. Il en résulle que s, et s, ont séparément des limites 
finies À et B, puisque chacune de ces quantités croît en demeu- 
rant inférieure à L. Or 
SN Re 4 

d’où 


lims,=lim(s,— s,)= lims,— lims,= À —B, 


ce qui montre que la proposée converge et a pour somme À — B. 
#è- à ? ne ; S ® , 

La réciproque n’est pas vraie, c’est-à-dire que la proposée peut 

converger sans que la série des valeurs absolues converge. 

Un exemple, classique dans les Cours d’Algèbre, est celui de la 

I 

4 
L . 

Pr —... diverge. 


ue ; ; I I : 
série harmonique alternée 1 — Hs ; }:-., quiconyerge, 
d 


Ris ; I 
alors que la série harmonique 1 + - + 
9 À 


O2! = 


5° Si l’on multiplie par des nombres positifs ou négatifs, 
compris entre deux limites m et M, les termes d’une série con- 
vergente, Ui+üa+...+ Un—+..., à termes positifs, on obtient 
une nouvelle série convergente, ay +...+ anun+...; et la 
série des valeurs absolues des termes converge également. 


Car, si x est la plus grande des quantités modm et modM, 
on a 


mod(ayun)< HuUn. 


Les termes de la nouvelle série sont ainsi, en valeur absolue, 
inférieurs aux termes de même rang de la série convergente à 
termes positifs (ui +...+un+...); la série Z mod(a, Un) est 
donc convergente (3°) et ilen est de même de la série Say u CAR 


6° Soient deux séries convergentes, de sommes $ et S': 


(S) Ui+ 2 +... +Un+..., 


sv) Ui+ Ua. + Untis.. 


atom tite med tt ds pt 
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Considérons la série 


(S® (+ ui) + (Ut) +... + (un+ Un) He. 
On a 

Ë Sn = Sn Shi 
où 


lims’, = lim(s,+ s,)=lims,+ lims,,. 


La série (S") est donc convergente et a pour somme S +$'; 
c'est-à-dire qu’en ajoutant terme à terme des séries convergentes 
en nombre fini, on obtient une série convergente égale à leur 
somme. 


7° Soit une série S à termes positifs, Uk... Un... 
Groupons autrement les termes sans changer leur ordre; nous 
obtenons une série S’ : 


(54) Ui+(U+uU3)+.. +Qur+.. + Unes.) 


Si S' converge, S converge également et a même somme, car 
la somme d’un nombre quelconque de termes consécutifs de S 
(à partir de w,) est égale à la somme de termes consécutifs 
de S’, plus une fraction du terme suivant de S/ : ce terme ten- 
dant vers zéro, puisque S’ converge, la proposition est établie. 


Séries à termes positifs. 


130. Les principales propriétés des séries à termes positifs, et 
notamment les règles de convergence les plus importantes, ont été 
établies dans le Cours de Mathématiques spéciales; on se bornera 
ici à quelques indications rapides. 


1° Lorsqu'une série à termes positifs converge, on peut, 
sans changer nt la convergence ni la somme de la série, y 
modifier arbitrairement l’ordre des termes. 


Soient en effet s, ets, les sommes des » premiers termes dans 
la série proposée et dans la série modifiée; S la somme de la 
proposée. Il est clair que s,<<S, et par suite la série modifiée 
converge (n° 129, 2°) et a une somme, 5’, évidemment telle 
que S'£S. De même on as; <S, et par suite S £S/. 
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Donc, par comparaison, 
SEE CUO. FD: 


29 Règles principales de convergence. — On se contentera 
de les rappeler, en renvoyant au Cours de Mathématiques spé- 
ciales pour les démonstrations. 


Si, à partir d’un certain rang, le produit nu, est compris 
entre deux nombres fixes, la série est convergente pour a => 1: 
divergente pour a 1. 


St, à partir d’un certain rang, le rapport Un: Un resle 
inférieur à un nombre fixe plus petit que l'unité, la série 
converge; St ce rapport reste supérieur à un nombre fixe, plus 
grand que l’unité, la série diverge. 


Sc, à partir d’un certain rang, l'expression vn reste infé- 
rieure à un nombre fixe plus petit que l'unité, la série con- 
verge; st celte expression reste supérieure à un nombre fixe 
plus grand que l’unité, la série diverge. 


Séries à termes imaginaires. 


131. Unesérie ci ES ET ER OT LD RE 
dite convergente si les deux séries | 


di Pme me Che ont 


bis bee Die 


sont convergentes; la somme de la proposée est, par définition, 
DRE IEIT SO 

Une série est dite absolument convergente si la série des mo- 
dules de ses termes 


E Va + b2 


est convergente. Cette définition s’applique aussi aux séries 
réelles à termes positifs et négatifs, le module étant alors, comme 
d'ordinaire, la valeur absolue du terme. 

Quand la série des modules converge, la proposée converge 
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également, et même les séries £a, el £b, sont absolument con- 
vergentes. Ecrivons, en effet, 


Un = Pn (cos Pn + sin On) 


la série à termes positifs 9, étant convergente, les séries Xs,cos, 

et Z,sinv, sont absolument convergentes (n° 129, 5°) puisque 
i i 

COSO» el sin, sont compris entre — 1 et +1. CHROME AD: 


132. Théorème. — On n’altère pas la valeur d’une série 
absolument convergente en changeant l’ordre de ses termes. 


Démontrons-le d’abord pour une série à termes réels. 


La série des valeurs absolues des termes étant convergente, la 
série des termes positifs et celle des termes négatifs sont séparé- 
ment convergentes (n° 129, 4°), et de plus si À et — B sont leurs 
sommes respeclives, la proposée a pour somme À —B {rbid.). Or, 
si l’on modifie l’ordre des termes, la série des termes positifs a 
toujours pour somme À (n° 130, 1°); de même celle des termes 
négatifs a toujours pour somme — B, et par suite la somme de la 
série modifiée est toujours À — B. 

Considérons maintenant une série absolument convergente de 
terme général imaginaire, uy = an + ib0h3 on a vu (n°131) que les 
deux séries Za; et Èb, convergent absolument : si donc M et N 
sont leurs sommes, ces sommes sont indépendantes de l’ordre des 
termes, comme on vient de l’établir, et la proposée a pour somme 


quel que soit l’ordre des termes. CO CET: 


Corollaires. — 1° Si une série est absolument convergente on 


peut, sans changer sa valeur, grouper les termes à volonté. Par 
exemple, la série 


Ui+(U+u)+ (Us + Us + Ur) ++ U+ U + ui) +... 
a même somme Que Ui + Ua + U3 + .... 


Car, si les termes sont réels, on a, en désignant par s, et — 5, 
les sommes des termes positifs et des termes négatifs de la pro- 
posée qui figurent dans les ? premiers termes de la série nouvelle, 

Hi: 9 
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et en appelant s, la somme de ces x premiers termes, 


, 
: Sh — Sp— Sq; 
d’où 
lims,=lims,—lims,; = À —B, 


quel que soit l’ordre dans lequel se présentent les termes des 
sommes Sp €L Sy. 

Si les termes sont imaginaires, ce raisonnement s'applique 
séparément aux séries absolument convergentes formées par les 
parties réelles et par les parties imaginaires des termes, et par 
suite à la série totale. 


2° Inversement, si l’on décompose le terme général d’une série : 
Un = Up + Up, 
et si la nouvelle série 
U,+H US +. HU HU +. + Un + Uno 


est absolument convergente, elle a même valeur que l’ancienne ; 
car, en vertu du corollaire précédent, on peut grouper les termes 
en 


(u,+ui+...)+(us + ui +...) +. HU + Un +. ..), 


ce qui redonne la série primitive. 


133. Multiplication de deux séries absolument convergentes. 


St deunséeries 

(s) Ui+üUo+ + Unte.., 

(4) Pt Pa oi Pres 

de sommes S et T, sont absolument convergentes, la série 
Eunvy, formée par les produits deux à deux de leurs termes, 


écrits dans un ordre quelconque, est absolument convergente 
et a pour somme ST. 


Posons en effet 
San=U + Ua +.. + Un, 


En= Vi + Pa +... + Vn 


et prenons dans la nouvelle série, Eu,v,, un nombre quel- 
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conque, m, de termes, assez grand toutefois pour contenir tous 
les termes du produit s,f,. Soit EX, la somme des termes em- 
ployés; on°a 


2, = Satan + Ua V8 + uy Vû en UV, 


x et 8 (et de même y, à; ..…., À, 1) désignant deux indices, dont 
l’un au moins est supérieur à ?2. Si maintenant U, et V, sont les 
modules de u, et v,, on aura 


MOd(E— Srtn)= Mmod(usvg+...+ uou)S Ua Vg+...+ UV, 


et, a fortiori, en désignant par a + p le plus grand des indices 


(A) 
Z, PP ….. D, 


mod(?!,— Sn Le) = (U, + U; +. . + Uz4p)(Vræ —+ , . . —+ Vip) 
+(V, + Vo +. . 3 Vip) (Uni +e . Le Ur+p). 


Cela posé, faisons tendre 7», et par suite n vers l'infini; 
WU EU etuVi.. V,,, tendent vers $ cet T; 
Unsit..+ Unip et Vays+...+ Vh,n tendent vers zéro, 
quel que soit p, en vertu de la convergence admise des séries 
EU, et ZV, (n° 128); par suite on aura, si m est pris assez 


grand, 
Mmod(E mn — Sntr)<E, 


e étant aussi petit qu’on veut. Donc E, a pour limite celle 
de sut, c’est-à-dire ST, quel que soit l’ordre des termes. 


CAOSUES D: 


On peut établir que le théorème est encore vrai si {s)rést abso- 
lument et (#) simplement convergente. 


134. Une série est dite semi-convergente si elle converge et 
si la série des modules de ses termes diverge. 


Exemple : la série réelle 1 — “A ORNE : LRU 
2 5: pr 


Si une série à termes tous réels est semi-convergente, je dis : 

° qu'elle contient des termes positifs et des termes négatifs en 

nombre infini; 2° que la série des termes positifs et celle des 

termes négatifs ont séparément des sommes infinies ; il suffit évi- 
demment de démontrer le second point. 

Soient, en effet, s, et — s, les sommes des p termes posiufs et 
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des g — n — p termes négatifs compris dans les » premiers termes 
de la proposées; on a, en désignant par s, et S, la somme des n 
premiers termes de s et de la série S des modules, 


Sp = Sp; 

Sn = Sp + Sq; 
9 Al 
d’où 


[ ll 
Sp —  Sr+ Sn) Sq = L(Sn— Sn). 


Lorsque r augmente indéfiniment, s, a une limite finie, puisque 
la proposée converge; S, tend vers l'infini, puisque la série des 
modules (à termes positifs) diverge; donc s, et s, croissent au 
delà de toute limite, c’est-à-dire que la série des termes positifs 
et celle des termes négatifs divergent toutes deux. 

CO TEA: 


135. Théorème. — On peut donner une infinité de valeurs 
à une série semi-convergente (réelle ou imaginaire)en y chan- 
geant l’ordre des termes. 


Soit 
(S) UE EEE RENE ERRE 


une telle série; on a, pour le terme général, 


Un = An + 10e 
Posons 


mou, IU0, MOUdr == Ar modb,=— B,. 


Il est évident que 
U,£A,+ De 


et puisque, par hypothèse, la série EU, diverge, il en est de 
même, a fortiori, de E(A,+B,); ceci exige que l’une des 
séries ÈA, ou EB, diverge, car si elles convergeaient toutes deux, 
S(A,+ B,) convergerait (n° 129, 6°). Supposons, par exemple, 
que ZA, soit divergente; comme a, converge, en vertu de la 
définition même de la convergence de s, celte série, Za», est 
semi-convergente. Elle a, par suite (n° 134), des termes positifs 


C1» C2, ECC Cp; ..., 
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et des termes négatifs 


di, de, ..…., da) .….) 


dont les sommes sont séparément infinies. 

Cela posé, soit M un nombre quelconque, positif par exemple; 
prenons, dans la série des termes positifs c;, assez de termes, et 
juste assez, pour que leur somme dépasse M; cela est possible, 
puisque la série ÈC, a une somme infinie. Prenons ensuite, dans 
la série des termes négatifs d;, assez de termes, et Juste assez, pour 
ramener la somme précédente au-dessous de M; puis des termes 
positifs pour dépasser de nouveau M, et ainsi de suite. 

Les sommes successives ainsi obtenues oscilleront de part et 
d’autre de M dont elles se rapprocheront d’ailleurs indéfiniment; 
en effet, la différence entre l’une d'elles et M est moindre, en va- 
leur absolue, que le dernier terme employé c; ou d;, et ces termes 
tendent vers zéro, puisque la série Za», formée par les termes c; 
et d; (pris dans leur ordre primitif) est convergente. 

Donc enfin, si l’on modifie de cette manière l’ordre des termes 
de la série Éa,, celle-ci aura pour somme M, et la série 


DU HAtlr teibe) 


aura la somme M + N°, M étant un nombre quelconque. 
(Be Q. F. D. 


II. — SÉRIES DONT LES TERMES SONT FONCTIONS 
D’UNE VARIABLE. 


136. Convergence uniforme. — Soit une série 


(S) Ui+U2+..., 


dont les termes sont des fonctions d’une même variable réelle x. 
Si elle converge pour la valeur x de cette variable, on pourra 
prendre N assez grand pour que l'expression 


R,(x) = Un+1(T) + Un+e(T) +... 
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ait son module inférieur à €, pour toute valeur de x égale ou supé- 
rieure à N (!); ce nombre N sera, en général, une fonction de x 
etdee 

Supposons que la série converge pour toutes les valeurs de æ 
comprises entre & et b; on dit qu’elle est uniformément con- 
vergente dans cet intervalle lorsque, étant donné e aussi peut 
qu’on veut, on peut assigner un nombre N, tel que l’on ait 


OA RPET IEEE" 


pour toutes les valeurs de n supérieures ou égales à N, et pour 
toutes les valeurs de x comprises entre a et b. 
En d’autres termes, et c’est là le point capital, le nombre N ne 
doit dépendre que de €, et non de x}, si l’on veut que la série 
Ù ) à 
soit uniformément convergente entre & et b. 


137. Remarque I. — Un raisonnement superficiel pourrait 
faire croire que toute série convergente, quand x est compris entre 
a et b, est uniformément convergente dans cet intervalle. En effet, 
puisque la série converge pour la valeur æ,1l existe un nombre N, 
fonction de x et de e, tel que modR,(x)< e, lorsque nZN. Soit 
N(e)le plus grand de tous les nombres N(x, e) obtenus en laissant 
: fixe et en faisant varier x entre a et b; on aura évidemment, quel 
que soit x dans cet intervalle, modR,(x)<e, lorsque n2N(e). Le 
nombre N(e)ne dépendant que de e, il semble ainsi que:la série soit 
uniformément convergente; mais ce raisonnement est faux parce 
qu'il suppose que parmi les quantités N{x,e), en nombreillimité, 
qu'on obtient en laissant e fixe et en faisant varier x entre a et b, 


(') Car on a vu (n° 128) que l’on peut assigner N tel que 


Ë 
+: 
2 


MOd (Ux+i +... + UX+p)< 
quel que soit p; en particulier, si x» est supérieur à N, 


€ 
MOd(UNyy +... + Un) ns 
d’où 
€ 
mod (Un+1+...+ Ux+p)= modf( UN+1 +. EUX+p) —(Uxyy ++ Un)] < 2 ee 


c’est-à-dire, puisque p est aussi grand que l’on veut, modR,<e. 
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il y en a une, finie, qui est supérieure à toutes les autres, ou 
encore que ces quantités ont une limite supérieure finie (1). 

D'ailleurs, il est aisé de donner un exemple simple de série 
non uniformément convergente. Soit, par exemple, la série (dont 
chaque terme est entre crochets) : | 


BG) GI. HG) /(rENtEe., 


où l’on a posé 


Elle converge quel que soit æ. En effet, pour x — 0, tous les termes 
sont nuls; pour x différent de zéro, l’exponentielle (x?+1)7, à 
base plus grande que 1, est, comme on sait, infiniment grande par 
rapport à » —1, lorsque 7 augmente indéfiniment; il en résulte 
que f(n) tend vers zéro, et l’on en conclut immédiatement que 


la série proposée converge et a pour somme f(2), c’est-à-dire 


. En particulier, elle converge quand æ est compris dans 


APTE 
un intervalle qui contient o, l’intervalle de o à 1 par exemple; je 
dis qu’elle n’est pas uniformément convergente dans ceLintervalle. 


On a, en effet, 


Rx) = u,(T)+ unir) +... 
ERA ON SNAUTE IE TROT MAUR ET 


ASS 76 
RP je 

et Je dis qu'il est impossible d’assigner un nombre N, fonction 
de € seul, tel qu’on ait, pour 2 ZN et pour x comprisentreoet 1: 


n Tv 
(æ?+i)t+l 


si 


* 


(1) Il peut arriver, en effet, que des quantités en nombre illimité, et qui sont 
toutes finies, n’aient pas de limite supérieure finie. Soit, par exemple, N(æx) un 
nombre tel que N(o) soit nul et que N(x), pour æ > 0, soit égal au plus grand 


À I 3 

entier contenu dans — ; les nombres N(zx) sont tous finis, quel que soit æ, mais 
ir 

n’ont pas de limite supérieure, car on peut toujours prendre x assez pelit pour 


I . [2 LA La T4 
que —, et, par suite, N(æx}). dépasse toute quantité donnée. 
I Æ » P ; F q 
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En effet, cette inégalité devant être vérifiée si petite que soit la 


LL L LL L LA I 
valeur positive de x, le serait en particulier pour x = —-; de sorte 
ma 


qu’on aurait, pour toutes les valeurs de n supérieures à N, 


ce qui estimpossible, puisque, si l’on fait croître n indéfiniment, 


Va 


le premier membre tend vers Dr c'est-à-dire augmente indéfini- 


ment. La série proposée n’est donc pas uniformément conver- 
gente entre o et 1 et, plus généralement, dans tout intervalle qui 
contient Oo. 


138. Remarque II. — Une série étant donnée, il est en général 
difficile de reconnaître si elle est, ou non, uniformément conver- 
gente, puisqu'on ne peut obtenir que dans des cas exceptionnels 
soit l'expression de R,(æx), soit même une limite supérieure du 
module de cette quantité. 

Cependant, on pourra toujours affirmer que la série est uni- 
formément convergente, dans un intervalle ab, si ses termes, à 
parur d’un certain rang et pour toutes les valeurs de + comprises 
entre a et b, sont constamment inférieurs, en: valeur absolue, 
aux termes d’une série à termes positifs, convergente et aumé- 
rique, c'est-à-dire dont les termes ne contiennent pas la va- 
rlable x. 

On a, en effet, en désignant par R,(x) et o, la somme des 
termes qui suivent le n°"° dans les deux séries 


modR y < ZE 


et l’on peut prendre N assez grand pour que p, (et par suite modR,) 
soit inférieur à e, dès que nZN, puisque la série de comparaison 
est convergente. Cette série étant d’ailleurs numérique, le 
nombre N ainsi déterminé ne dépend que de e, ce qui démontre 
la proposition. 

Cette remarque est d’une fréquente application. 


139. C’est dans le Calcul intégral et la Théorie des fonctions 
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d’une variable imaginaire qu’on verra l'importance dé la notion 
de convergence uniforme. Nous ne sommes pas encore en mesure 
de l’étendre aux séries dont les termes sont fonctions d’une va- 
riable imaginaire, puisque nous n’avons pas encore défini ces 
fonctions; toutefois, si 3 = x + yi, on sait ce que représente 3" 
lorsque x est entier, car, par la formule du binome, 


3=(r+iy}= mi + nmiaenciy +...+ (ty) 


Dès lors, on sait ce qu'il faut entendre par une série de la 


forme 
A+ 43 + 43 +...+ An2!+..., 


z et les coefficients à&,, &,,...(lesquels sont indépendants de 3) 
étant réels ou imaginaires. 

On dira que cette série est uniformément convergente pour 
les valeurs de z comprises dans une région, R, du plan lorsque, 
étant donné e, on pourra trouver un nombre N, fonction de e seul, 


tel qu'on ait 


modR,(3) = mod(ayi1ztl+a;ostt+,.,)<e, 


pour toutes les valeurs de »z ZN et pour toutes les valeurs de 2, 
ou æ + yi, dont l’afire (c'est-à-dire le point de coordonnées +, y) 
est situé dans la région R. 

140. Remarque. — Soient À, et o les modules de @, et de z; 
si le terme général de la série des modules, A,2”, reste inférieur, 
pour 9 compris entre o4 et p,, au terme général d’une série numé- 
rique convergente à termes positifs, la série des modules est uni- 
formément convergente dans l'intervalle de 24 à , (Remarque Il, 
n° 138). Je dis que la série proposée, 2a,z2!, est alors uniformé- 
ment convergente dans la couronne comprise entre deux cercles 
ayant pour centre commun l’origine, et 04, et o, pour rayons; car, 
par hypothèse, 


À n+1 ONE APP ET. 7e, 
pour n2N(e), et pour p5 << p < p,. Donc, a fortiori, 
mOod(an+15T1+ apro20t2 +...) <e. 


pour n2N(e), et pour p5 << modz< p1. CAAIEAUT 
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Les séries a+ 43 +...+ anz"+ ... se nomment séries de 
puissances; elles jouissent de propriétés importantes qu’on va 


exposer. 
Séries de puissances. 
141. Cercle de convergence. — Soit la série de puissances 
(5) A+ A23+...+An2t+...; 


désignons toujours par s et À, les modules de z et de a, la série 
des modules est 


A5+A:p +...+Anpr+..…. 


Admettons qu'on puisse donner à p une valeur (non nulle) telle 
que A,o7 ne croisse pas indéfiniment avec n; pour des valeurs 
plus petites de 5, la même condition sera satisfaite a fortiori; il 
en résulte que les valeurs de o, pour lesquelles A, p”7 ne croît pas 
indéfiniment avec », sont celles qui restent comprises entre o et 
une limite supérieure, R, qui, d’ailleurs, peut être infinie. 

Dès lors, pour s <R, A,0* ne croît pas indéfiniment avec n; 
pour 9 > R, A,0* croît indéfiniment; pour p —R, il y'a doute. 


Voici des exemples. 


z2 


‘ "3 Z FA . 
1° Série RE le de ILest clair que, pour CRE 
2 It 


Ne oO SE . . . 
le terme général —» de la série des modules, devient infini pour 
7 


# infini; pour 6 1, il devient nul. Donc R=:1, et d’ailleurs, 


nm = te 
pour 9 —1, le terme - tend vers zéro quand A tend vers l'infini. 
7 
20) SÉrTIE TES EE DE EN EC 121 MI CEterMe no croît 


indéfiniment avec 7 si o 1, et tend vers zéro si po 1. Donc 
encore R—1; pour £ —1, le terme np" croît indéfiniment avec n. 


Le cercle décrit de l’origine des coordonnées, O, comme centre 
avec le rayon R se nomme cercle de convergence de la série (S), 
en raison des propriétés suivantes : 


142. Théorème I. — La série(S) est : 1° absolument conver- 
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gente à l’intérieur du cercle de convergence; 2° uniformé- 
ment convergente dans tout cercle intérieur au premier. 


Soient, en effet, x, y les coordonnées d'un point intérieur au 
cercle de convergence; la valeur correspondante de 3 est x + yr, 
et son module, p, est, d’après l'hypothèse, inférieur à R. Dési- 
gnons par Run nombre compris entre set R; on a 


O [72 
ANR ($) 


or, par hypothèse, A,R/* ne croît pas indéfiniment avec n, c’est- 
à-dire reste, quel que soit », inférieur à une limite M; donc 


0 n 

À h p" ee M () ‘ 
Par suite, le terme général de la série des modules est inférieur 
au terme de même rang d’une progression géométrique, dont 


. e] . r + « LR. . , 1 
la raison AL inférieure à l'unité, puisque R' est supposé supé- 


rieur à 0. La série des modules est donc convergente, ou, si l’on 
veut, la série (S) est absolument convergente dans le cercle con- 
sidéré, c'est-à-dire pour les valeurs x + yé, de z, telles que le 
point de coordonnées x, y soit intérieur à ce cercle. 

Reste à établir que la convergence est uniforme. Nous allons 
montrer qu'elle l’est lorsque z reste à l’intérieur d’un cercle, de 
même centre, O, et de rayon R”, plus petit que R, mais aussi voisin 
de R qu'on veut. 

On a en effet, comme plus haut, en désignant par R/un nombre 
compris entre R’ et R, 


\ 1 R’ dr 72 


Anpt< M Ho et a fortiori < M ts » 


R' 


puisque, par hypothèse, o < R'. Le module du terme général 


[4 


; D D R”\72 A 
de la proposée reste donc inférieur au terme, M (&) , d’une série 
numérique (progression géométrique) convergente, pour toutes 
les valeurs de 9 inférieures à R’; par suite (Remarque du n° 140) 
la série primitive (S) est uniformément convergente à l'intérieur 
d’un cercle de centre O et de rayon R”. C. Q.F. D. 
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Remarques. — 1° Si le point 3 est à l'extérieur du cercle 
de convergence, la série (S) est divergente, car on a vu que, 
pour 5 >R, le module du terme général croît avec » au delà de 
toute limite (n° 141). 

2° Sur le cercle de convergence, la série peut converger ou di- 
verger. Par exemple, la série 

3 3? 3" 
De ro ne on 
dont le cercle de convergence (n° 141) a l’unité pour rayon, 
diverge pour z — 1 (série harmonique), et converge pour 3 =—1 
(série harmonique alternée). 

3° Le rayon du cercle de convergence peut être nul; comme, 

par exemple, pour la série 


1+3+1.22+...+1.2...n 30+,.., 


car c’est seulement pour o — 0 que le terme 1.2...n p" ne croit 
pas indéfiniment avec n. 


143. Théorème II. — Les séries (S'), (S"), ..., obtenues en 
prenant les dérivées successives des termes de la série (S), ont 
méme cercle de convergence que celle-ci. 


Il suffit de le démontrer pour la série (S”) : 
CS A +2@3+...+n ans Tl+.,., 


c’est-à-dire d'établir que le module, nA,07-1, du terme général, 
croît indéfiniment avec n,sip > KR, et reste, au contraire, fini 
SL Une 

Soit d'abord os © R; on peut écrire 


71 
nAnptl= —(A,p"), 
0 
i 


et les deux facteurs du second membre augmentent indéfiniment 
avec n, car pour p > R, A,p” tend vers l'infini (n° 141). 

Soit pR; on a, en désignant par R’ un nombre compris 
entre pet R, et en se rappelant que A,R’° reste, quel que soit n, 
inférieur à un nombre fixe, M, 


1) DNC ; n 0 n 
A Apte (TE) (AR) <MÈ(E) . 


\ 
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Dot 1) n > . 
Or, le produit (&) tend vers zéro, pour 7 =, si os << R”, comme 
on le voit en prenant les logarithmes népériens (!); le module du 
terme général reste donc fini. COQ, FE. D: 


144. Théorème III. — La série de puissances (S) est une fonc- 
tion continue de la variable 3 dans le cercle de convergence. 


On dit que la série de puissances f (3) est continue pour z = 2, 
lorsque, étant donnée une quantité e aussi petite qu'on veut, on 
peut assigner un nombre positif n tel que l’on ait 


mod [ f(30+ h) — f(20)] Le 


pour toutes les valeurs de 2 dont le module est inférieur à n. 

Cela revient à dire que mod] f(z) — f(z)] reste + pour 
toutes les valeurs z dont l’affixe est à l’intérieur d’un cercle, décrit 
de 3, comme centre avec n pourrayon. 

La fonction est continue dans une région du plan si elle est 
continue pour tous les points z, dont l’affixe est dans cette ré- 
gion. Cette définition s'applique aux polynomes en 3, qui sont 
évidemment continus dans tout le plan. 

La continuité de la série de puissances, f (3), résulte aisément 
de l’uniformité de la convergence. 

On a, en effet, en désignant par n un entier, laissé provisoire- 
ment arbitraire, 


te) — do + 13 +. ce. + An z! + R;(z) == (2) + R,(3); 


d’où, en désignant par 3, un point quelconque intérieur au cercle 
de convergence, 


F(zo+h) —f(20) =[9(z0+ A) —0(20)]+LRa(z0+ À) — R:(2)]. 


Prouvons maintenant que, étant donné e, on peut assigner n tel 
que, pour mod <n, le module du premier membre reste infé- 


log el = — logo +logr—n(logR'—logp)=logn—An—B, ... 


avec À > 0, puisque p << R’. Or le terme — A7 l’emporte, pour z très grand, sur 
le terme logn; le logarithme du produit considéré tend donc vers —%, et le 
produit lui-même tend vers zéro. 
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rieur à €; 1l suffira pour cela d'établir que, pour mod <n, les 
modules des deux quantités 


6(Zo+h)— oz) et R;:(230+ h)— R:(30) 
RU AT 
restent inférieurs à —e. 
Or : 1° en vertu de l’uniformité de la convergence, on peut 
prendre 7 assez grand (et fonction de e seul) pour que l’on ait, 
quel que soit le point 3, intérieur au cercle de convergence, 


modR,(3)< = 
4 
En particulier, si l’on suppose successivement 3—7%, et 


3 — 2: + h, on sera sûr que le point + h estintérieur au cercle 
de convergence s’il reste à l’intérieur du petit cercle décrit de z, 
comme centre et tangent au cercle de convergence (fig. 43), 


Fig 
7 


c’est-à-dire si mod reste inférieur à n,, n, désignant le rayon 
de ce peut cercle. On aura alors, avec cette hypothèse, 


(4) modR;,(z0) et modR,(30+h)< 


ES ON 


d’où 


[Q] 


mod[R,;(20+ 2) — Ra(30)| < DER 1: 


| 
2 


pour toute valeur de L de module inférieur à n1. 

29 w©(z), somme d’un nombre fént de termes continus, est évi- 
demment une fonction continue dans tout le cercle, et en parti- 
culier pour 3 = 3,; donc, on peut trouver un nombre ”, tel que 


(8) mod{[o(30+ À)— 0(20)] < 


D ! eo 


pour toute valeur de 2 de module inférieur à #». 
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Soit alors n la plus petite des quantités n, et n°; les inégalités 
(2) et (B) subsistent & fortiori pour toute valeur de À de module 
inférieur à n; et la quantité n ayant pu être ainsi assignée, le 
théorème est établi, c’est-à-dire que la série f(3) est continue en 
tout point 39, intérieur au cercle de convergence. 


145. Théorème IV. — Les séries (S'), (S"), ... sont les déri- 
vées successives de (S), par rapport à la variable zx, pour toutes 


les valeurs de cette variable comprises dans le cercle de con- 


vergence. 
On a, en effet, en représentant toujours la série par f (3), 
fs + h)= dot as +h)+...+a,(z+h}r+... 


Je dis que l’on peut écrire le second membre, en développant 
les binomes et supprimant les parenthèses, 


(1) a+asz+ah+...+<anst+ nan th +... + anhr+.... 


Il suffit, pour l’établir, de prouver (corollaire 2°, n° 132) que 
cette nouvelle série (1) est absolument convergente, c’est-à-dire, 
phethn les modules deta,;z/elth;vde 
démontrer la convergence de la série 


en désignant par A», 


(2) Ao+ A10 + Ain +...+ Anot+ nAnot-ln +...+ Apnt+.. 


y) 


ou encore (n° 129, 5°) de la série, où l’on a groupé les termes de 
la précédente, 


(3) Ao+ A1(p+n)+...+An(o+n)+.... 


Cette série (3) converge si o + n est inférieur au rayon R du 
cercle de convergence, c’est-à-dire si n est au plus égal à la plus 
courte distance du point z, de module o, à la circonférence de ce 
cercle. Si donc X est de module assez petit, la série (3) et, par 
suile, la série (2) convergent, et la série (1) est absolument con- 
vergente et représente f(3+h). 

En vertu de la convergence absolue de cette série (1), on peut 
écrire, en changeant l’ordre des termes, 


Î(3+h)= a+as+...+anzt+... + h(a+2az +...) 


+ termes ayant 2? en facteur; 
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d’où 
(3+h)—f(2z 
JORNSUE) Lio paas he nas 1...) +R ïe 
t 
et l’on voit que pour À — 0 la limite du premier membre, c’est- : 
à-dire ce qu'on peut appeler la dérivée de la série imaginaire 
CG Q. nr, 1h 


f(z), est la série (59 (0); 
III. — FONCTIONS EXPONENTIELLE ET CIRCULAIRES. 


146. L’Algèbre élémentaire ne définit e* que pour des valeurs 


réelles de x (?); on sait que 
œ 4 æn 

CT HS 2, 

L 12 1 RE 7L 


(1) 
On définira e’, pour des valeurs imaginaires de la variable 3, 
par la série de puissances 
LA zgn 
(2) CARTE TRES rie 
I mm. 


(!) On donnera plus tard, dans le Calcul intégral, une autre démonstration de 


ce théorème. 
(?) L'importance du nombre e en Analyse a sa source dans le calcul connu 


que l’on fait pour trouver la dérivée de a*. On a en effet 


he 
(at) rm a (© K) 


Si l’on pose al — 1 = 2e, d’où h = log,(1+e), il vient 
(a*)"— Vie OR PP UMES IE « 
log,(1+6) L 

log,(1+e): 


1 
Or, pour € — 0, (1+e)° tend vers e, de sorte que 


a* 1" — a* 
CE log, e 


Sna—=e, loge —= Tr étpar ste ere". 
C'est cette propriété d’être identique à sa dérivée qui constitue l'importance 


de la fonction exponentielle, et l’on voit que, à ce point de vue, e s’est présenté 
1 


comme la limite, pour € = 0, de (1+e)€. 
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cette définition, qui coïncide avec celle de e? pour x réel, permet, 
comme on va le voir, d'étendre au cas d’une variable imaginaire 
les propriétés établies en Algèbre élémentaire. 


147. Cercle de convergence. — Le rayon du cercle de conver- 
gence de la série de puissances (2) est infini; c’est-à-dire que le 


7 L2 L - 
terme général e de la série des modules reste fini, quel que soit », 


quand r augmente indéfiniment. 
En effet, ce terme est le terme général de la série convergente 


2 L L2 L2 , 
réelle, égale à eP, 1 + ‘ _e + +...; 1] a donc pour limite zéro, 
9) 


quel que soit 9, pour 7 infini. 
D'après le n° 14#, e° est donc une fonction continue de z dans 
tout le plan. 


148. Dérivée. — D’après le n° 145, la dérivée de e° par rapport 
à z s'obtient en dérivant terme à terme la série (2); on trouve 
ainsi une série identique, c’est-à-dire que 


(es): = es. 
On reconnaît de même, que 


(e4z),;= aeat, 


«a étant une constante réelle ou imaginaire. 


149. Multiplication. — On sait, si w et v sont réels, que 
eut — ete”; cette formule subsiste pour w et e imaginaires. En 
effet, les deux séries qui définissent et et e*, à savoir 


D 


2 
ro 
2 


les 


(42 
1 


AE Se a 9 


étant absolument convergentes, leur produit s’obtiendra (n° 133) 
en ajoutant, dans un ordre quelconque, les produits d’un terme 
de l’une par un terme de l’autre. Groupons ensemble les termes 
d'ordre r en u et » dans le produit; ces termes sont 


u't L'ISEN Le 02 pe 


H. 10 
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ce qui s'écrit 
de AIRES NE RP RNA | 


Lu + nuñ-lp + 
n! 


ou cncore 
(u+o)? 
1! 
On a donc 
u—+ y u+v})? u +0}! 

(3) oh GP PAS AQU PO TEE CR PATES CFTC OCR AD: 

| es n! 

Corollaires. — 1° La proposition s'étend d'elle-même à un 


nombre quelconque de facteurs exponentiels; par exemple 
et ev ew — eu ev+w — euU+V+w, 
2° La fonction ee“ est l’inverse de e#, car 


et et —— eut—u — e? — I. 


3° Si m est entier et positif, la puissance mi" de et est le 
produit de mn facteurs, égaux à e“; donc 


( eu je = eu; 


et la même formule subsisie, en vertu de 2°, si m est entier et 
négatif, car (e“)-” est, par définition, l'inverse de (e“}”. 


Si m n’est pas entier, la formule doit être complétée; on y 


reviendra plus loin (n° 160). 


150. Fonctions circulaires. — Ces fonctions, coss et sin, se 
définissent, pour 3 imaginaire, par les séries de puissances connues 
lorsque z est réel : 


(4) SINnZ = Zz — 
Co COS3 = I — 


séries qui sont convergentes dans tout le plan (n° 147). Ce sont 
donc deux fonctions continues pour toutes les valeurs de 5, et qui 
coïncident, lorsque z est réel, avec les fonctions trigonométriques 
classiques; on a en particulier 


COS27 = I et SIN2Fr = O. 
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l/ 


On a d’ailleurs 


_ 
9 S L Q 
! 


dei 


et, en changeant l’ordre des termes, ce qui est permis, puisque la 
série des modules converge quel que soit 3 (n° 147), 


. 3% 3 33 gÿ 
T5 — 
e TE [ Va ne 5 a Ÿ en 


c'est-à-dire 
els — COs3 + isins, 


pour toutes les valeurs, réelles ou imaginaires, de z. 
On en déduit, en changeant 3 en — 3 (!), 


d’où 


(6) COSZ = ———, Sie — — 3 


formules célèbres découvertes par Euler. En les dérivant on 


trouve 
(cosz) = — sinz, CSC er 


et, en les élevant au carré et ajoutant, 
cos?z + sin?3 — 1. 
Les formules d’addition, 


sin(æ + b)= sina cos b + sinb cosa, 


cos(a + b)= cosa cosb — sinasinb, 


s'étendent aussi au cas de & et b imaginaires : il suffit de remplacer 
dans ces formules les sin et les cos par leurs valeurs (6) en expo- 
nentielles ; on obtient des identités. 


151. Périodicité. — La fonction e° admet la période 2ri, c’est- 
à-dire ne change pas quand on augmente 3 de 2 rc. En effet 


ez+?2Ri— 6e: ei — e2(COS27r + isin2r)= es. 


(‘) En effet, en vertu des définitions (4) et (5), la fonction cos z est paire ct 
la fonction sin z impaire, c’est-à-dire que cos z ne change pas et que sin z change 
de signe, quand on change z en — z. 


148 PREMIÈRE PARTIE. — CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


Les fonctions sinz et cosz admettent la période 27, car 
ez ete, qui figurent seuls dans les formules (6), admettent 


celte période. 
De même, en changeant sens +rti,ona 


eZ FT — e2(COST + I SINT)—=—E:; 


et, en changeant 3 en 3 +® dans (6), 


COS(3 + T)—=— COS, siIn(3+T)=—sinz; 
formules dont on déduit, en remplaçant z par — z, et observant 
que cos(— z)=— cosz; sin(— z)—— sinz, 
COS(T — 3)—— COSsZ, sin(T—z)—sinz; 


comme dans le cas où 3 est réel. 


152. Fonction tangz. — On définit cette fonction par la relation 


sin Z 


tane z — 
D COS 


“ 


C'est une fonction qui n’est pas développable en une série 
de puissances convergentes dans tout le plan, puisqu'elle de- 
vient infinie pour les valeurs qui annulent cosz, et qui sont 
comprises, comme on le verra au n° 158, dans la formule 


T 
= A KT. 
PE CA 


153. Applications. — 1° Formule de Moivre. — En élevant à 
la puissance entière et positive, m, les deux membres de la for- 


mule 
els = COSZ + LSsinz, 


il vient 
erniz —(cosz +1sinz})”#, 
D'ailleurs e”##*, en vertu de la même formule, est égal à 
COSM 3 + 1SiInMmz;: 
de Jà la formule dite de Moivre, 


(coss + isins)"!= cosmz+isinmz, 


bien connue dans les éléments lorsque z est réel, et qui donne, 
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après développement de la puissance du binome et séparation du 
réel et de l'imaginaire, les expressions classiques de cosmz 
et sin : 


I 
COSMZ = COS" Z — — mm —1)cos"# 23 sin?z 
2! 


I ; 
= ii m(m—i1)(m—2)(m—3)cos"-tz3sintz —..., 
= m P—1 7 ci æ [ Mm—3 7 cin3 : 
sinmz— -T cos Sa UT Cie LÀ CNE EE 2) C0S 2 SIN 2 =. 0. 


re) Lé = VE , 9 
2° Héciproque. — Proposons-nous d'évaluer, réciproquement, 
sin” z et cos”’z en fonction des sinus et des cosinus des multiples 
entiers de z. On a, en partant de (6), 


(7) 2Mcos3—(eis+e-iz)m— emis£ meln-2ist,, + me-tn-2is£e-miz, 
el, en réunissant les termes équidistants des-extrêmes, 


(8) 2 COS Z — 2CO0OS M3 + 2 COS(M—2)3 +... 


0 


Si m est impair, le second membre de (5) a un nombre pair de 
termes qui s'associent deux à deux; si mr est pair, il y a un terme 
médian, indépendant de 3, qui terminera le développement (5), 


et qui a pour valeur 
m | 


A 
On trouve de même, si mn est impair, 
(22) sin”z = 21 sinmz—2im sin(m—2)z +... 
el, si m est pair, 


mt 


RARE — ml! 
(24)"sin”z = 2cosm2z—2mcos(m—2)z+...+(—1)? pes 


TA e 
3; 
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CHAPITRE VE 


FONCTIONS D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE. 


I. — GÉNÉRALITÉS. 


154. On vient de rencontrer, avec les séries de puissances, un 
premier exemple de fonction d’une variable imaginaire; il importe 
d'étendre ce résultat en définissant, d’une manière générale, ce 
que l’on doit entendre par fonction de + +71; on verra, prin- 
cipalement dans le Cours de seconde année, que la plupart des 
progrès de l'Analyse au xrx° siècle reposent sur cette extension. 

Soit donc 3 = x + yi une variable imaginaire; toute fonction 
P + Qz, où P et Q sont des fonctions réelles de x, y, est, au sens 
strict du mot, une fonction de z, puisque si l’on se donne 3, c’est- 
à-dire + et y, les fonctions P et Q sont déterminées. Mais c’est là 
une notion trop générale, dont le développement reviendrait évi- 
demment à la théorie des fonctions de deux variables réelles x et y; 
le symbole imaginaire ? ne jouerait qu’un rôle factice et com- 
pliquerait sans profit les raisonnements : si donc on veut étendre 
la théorie des fonctions d’une variable réelle, 1l sera nécessaire de 
particulariser les fonctions P et Q, en cherchant, si c’est possible, 
à donner à l’expression P + Qz quelqu’une des propriétés dont 
jouissent les fonctions réelles d'une seule variable, et voici, à ce 
point de vue, la conception de Cauchy. 


155. Définition de Cauchy. — Dans l’expression 
P(x, y)+1Q(x, y), 


où P et Q sont des fonctions réelles de æ, y, donnons à ces va- 
riables des accroissements dx et dy; soient dP et dQ les diffé- 
rentielles totales correspondantes de P et Q; laccroissement 
de P+:Q a pour valeur principale dP + : dQ, et le rapport de 


CHAPITRE VI. — FONCTIONS D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE. 1Ô1 
cette quantité à l'accroissement de la variable 3, ou æ+iy, est 


ie) dr + (5 +is )ar 


HAE AO (Se oo dy OV 
dr +idy dx + idy 


(1) 


Il dépend non seulement de x et a (c’est-à-dire de z) mais 
; d ; : 
encore du quotient %, de sorte que le rapport de l’accroissement 
dx 


de la fonction à l’accroissement de la variable ne tend pas vers une 
limite déterminée dépendant de cette variable seule : en d’autres 
termes, P + Qx n’a pas de dérivée, en général, par rapport 
àT+yE. 

Cauchy particularise les fonctions P et Q de manière que la 
dérivée existe, c’est-à-dire que le rapport (1) soit indépendant 


L Te _ ; : 
de _— la condition d'indépendance est que les coefficients de 


dæx et dy, au numérateur et au dénominateur du second membre, 
soient proportionnels, ce qui donne 
0P .0Q ‘dP  .0Q 
Hi — +i 
x EAN 0) Y 


; , 
[ (4 


condition quise dédouble, en séparant le réel de l'imaginaire : 
oP 218] oP 0Q 
») — = — a — —_— 
@) 0x y ” oy 0x 
Si ces deux relations fondamentales sont vérifiées pour tous les 
points æ, y situés dans une région KR du plan, la fonction P + Q: 
aura, dans R, une dérivée par rapport à s = x +yt; la valeur 
de cette dérivée s’obtient en faisant dy = 0, par exemple, dans (1), 
d’où 
à 0P .0Q 0 : 
3 P+iQ)=—+iI:—=—(P+:Q). 
(5) ( QUE nt À ) 
Üne fonction de x + yt, dans le sens de Cauchy, se nomme 
fonction analytique. 


Remarque. — Deux fonctions analytiques de 3 qui ont même 
dérivée ne diffèrent que d’une constante. Car, a P+Qzret R+S:r 
sont ces deux fonctions, on a, par hypothèse, en vertu de (5), 


oP OR 0Q 08 


07 0x 0x 0x’ 
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et, en Lenant compte de (2), 
OP OR  0Q 08 
dy." 0 y SNONRT EE A 
ce qui montre immédiatement que les différences P—R et Q —S 


sont indépendantes de æx et y, c’est-à-dire sont des constantes 
absolues. 


156. Ainsi, d’après cela, P + Qz n’est une fonction de 3 que 
si les relations (2) sont vérifiées; 1l en résulte qu’on ne peut 
choisir arbitrairement ni P, ni Q, car en dérivant les identités (2) 
par rapport à yetæona 


®P  02Q o2P 2Q. 
Ox0y dy? OxOYy 0x? 

d’où 

0? Q 

0x? DVÉ RME 
et de même 

EP oP 

FES SE FA ou. O. 


Les fonctions P (ou Q) de deux variables indépendantes x et y, 
qui vérifient cette relation différentielle, sont dites fonctions 
harmoniques. 


157. Exemples de fonctions analytiques — Nous avons, 
au n° 139, introduit la fonction 5”, ou (x +17)", pour nr entier 
et positif, en posant 


gli — ALES n(n—1 ) vN2 Yi. 44 
12) 
ME n(n—i1)(n—2 ; 
+ 1 [* æn-l y — TN DATE ESS PE Pie 
IR) 


La fonction ainsi définie est une fonction analytique de z, car 
on vérifie immédiatement que P et Q (c’est-à-dire les deux fonc- 
ons entre crochets) satisfont aux relations fondamentales (2). 

On aurait pu encore le voir autrement en observant que la 
fonction (x+iy})t a une dérivée par rapport à 3, c’est-à-dire 
que le rapport 


(x+iy + dx +idy}—(x+iy)!t 
dx +idy 
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LME / / LD à 
tend vers une limite indépendante de Ts’ à Savoir 
ces 


n(t+iy}t-l= nant, 


À [ I . ° . 
De même -; ---, — (n entier) sont des fonctions analytiques 


de 3 (!), et aussi plus généralement la fonction de fonction 
fle(z)], en désignant par f(z) et o(3) des fonctions analytiques 
de 3 : car on vérifie, comme dans le cas des variables réelles (2), 
dy 
dx 
La définition de 3° implique celle d’un polynome entier en z 


que f[o(x+iy)]a une dérivée indépendante de ==, à savoir fL 0. 
et celle d’une série de puissances; ces séries, et en particulier les 


fonctions e°, sinz, cosz, sont donc des fonctions de 3 dans le sens 


de Cauchy. 


158. Fonction logarithmique. — On reconnaît de même que 
la fonction inverse d’une fonction analytique, f (3), est aussi une 
fonction analytique, c’est-à-dire que, si l’on pose 


3 = f(u), 
af 


_ tend, 


u est fonction analytique de 3. En effet, le rapport “es 


. I I ; à r T— ï V 121 
(1) La fonction — = ———— est définie par — = État - 
g't (æ ue 08 23 Va g'" (? + le 

(?) En effet, posons 


p(s)=u fle(z)]l =», 
o= fu); 


d’où 


augmentons 5 de d3. On à, puisque w a une dérivée, 
Au = dz[®'(z)+e:sl; 
et, puisque f (uw) a une dérivée, 
A AU ELLE) EE et], 
d’où, en éliminant Au, 
Je =[f'(u)+e][e" (3) +6], 


et, à la limite, 


lim _ = MUNLÉEAE C: OF. D. 
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puisque f est fonction analytique de w, vers la limite déterminée 
f'(u), et par suite le rapport inverse DU tténd, vers ss cles 
: Met PI | ? Az” + 07 


à-dire que w admet, par rapport à 3, une dérivée parfaitement 
déterminée. 

Par définition, on appelle logarithme de z la fonction in- 
verse de ef, c’est-à-dire liée à 3 par la relation 


— logs 


Pour mettre logs sous la forme P + Qi, posons 
3.= p(cosp+zsiny); 


2 est le module, et © l’argument de 3, ou plutôtun quelconque de 
ses arguments, car ceux-ci diffèrent entre eux de 27. On a ainsi 
p(coso +rsino)—"ebn0 = eP(cosOQ=7sin0 

d'où, en égalant les parties réelles et les parties imaginaires, 


(&) (tp'coso —ePcosO, 
4 ) 


On en déduit 


| osino — ePsinQ. 


d’où pes es 
car p est essentiellement positif, Cela donne la valeur de P : 


D 
P = logp, 


logo désignant le logarithme arithmétique (népérien) de 2. 
À \ 
Les équations (4) deviennent alors 
cosp = cos Q, sine = sinQ, 
d’où 
On or MA ALentiern 


Donc, enfin, 


(5) logz = P+Qi—logp+i(o +24). 


Le logarithme a donc une infinité de valeurs distinctes, qui dif- 
fèrent entre elles de 27 £. Si z est réel et positif, un de ses argu- 
ments, ©, est nul, et, en prenant À — o, on voit que le logarithme 
a une valeur réelle, c’est le logarithme arithmétique; si 3 est né- 
galif où imaginaire, toutes les valeurs de son logarithme sont 
imaginaires. 
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Corollaires. — 1° Cherchons les valeurs de z qui annulent 
sinz et cosz et qu’on nomme les zséros de ces fonctions. 
Ecrivons d’abord que sinz est nul; il vient 


els — e—iz— 0, ou e2iz — 1, 
c’est-à-dire 
ETES A [d’après (5)], 
d’où 


AT, 


Ad 


formule qui montre que sinz ne s’annule que pour les valeurs 
réelles qu'on sait annuler sin x. 
Exprimons que cosz est nul : 


CR ert t, ou es — —-17, 
1 A 2 
c'est-à-dire 
203 —=log(—1:). 


Comme —1=cosr+isinr, le module de —rest+1,et un 
de ses arguments, w, est r; donc, d’après (5), 


log(—1)=1i(r+2k7T), 
et, finalement, 


213 —=1(T+24%—), 
d'ot 
où 


== _ —- kr, 
formule qui donne leu à la même remarque que la précédente. 
2° Cherchons de même les séros de la fonction exponentielle, ef. 
La relation 


montre que 3 est le logarithme de zéro, et réciproquement; le 
logarithme arithmétique de zéro étant —, et l'argument » de 
zéro étant indéterminé, on a, pour les zéros de ef, la formule 


BB = — D + 19. 
4 


159. On démontre sans difficulté que logz jouit des mêmes 
propriétés que les logarithmes réels. Ainsi, si l’on a 


Z — elog=, 


z'— els 


, 
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on aura (n° 149) 


d’où 


LE , I 5 . , . 
La dérivée de logz sera -; il suffit, pour le voir, de dériver par 


rapport à z la relation de définition 3 —e"#*, ce qui donne, 
en appliquant la règle de dérivation d’une fonction de fonc- 
uon (n° 157), 


d’où 


à | — 


Comme corollaire, on voit, en appliquant la même règle, que la 


’ à , e . 4 22) 
dérivée de log f (3), f(z) étant une fonction analyuque, est 7e. 
160. Fonction 37. — On définira 3°, pour n quelconque (réel 


ou imaginaire) par la relation 


(6) z — enlogz, 


qui a lieu, d’après le corollaire 3° du n° 149, lorsque n est entier, 
PUISQUE PRE 
Soit toujours 


3 = 9(coso+csinv); 


il vient dans (6), en remplaçant logz par sa valeur (5), 


(7) zi— en(logp+ip+2ATi) 


S1 n est réel, on peut écrire 


(8) AA enlorp+ni(p+2kr) — preni(g Lien), 


“ désignant la valeur positive de la puissance niève du module. 


D’après cela, 3° a des valeurs différentes qu’on obtient en mul- 


2knTi 2knTi 


pliant l’une d’elles par e*"”T', Si n est réel et entier, e est 


égal à l'unité, quel que soit l’entier Æ, et 3! n'a qu'une valeur; 
si A est une fraction irréductible, nr — a saura q valeurs dis- 


tinctes, obtenues en donnant à k, dans (8), les valeurs 0, 1, ..., 
(g— 1); sin n'est ni entier ni fractionnaire, 3° aura une infinité 
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il 


de valeurs. Par exemple, 3°, ou //:, a deux valeurs, égales et de 
signes contraires. 
On a, en vertu de la formule (6) de définition, quels que soient 
netn’, 
gi zn'— enlogszs+nlogs, 
et, en supposant qu’on prenne la méme valeur pour les deux 
fonctions log z du second membre, 


LA ” 1 [2 
zh zn— e\og s(n+n)— Z;n+n : 


c’est-à-dire que le produit d’une des valeurs de 32? par une valeur 
convenable de 3?" est une des valeurs de 32+%”, 

Nous pouvons maintenant définir une puissance quelconque de 
l’exponentelle; on a en effet, par (6), 


(et Le — gnloget 


Or une des valeurs de loge“ étant évidemment w, ce logarithme à 
pour valeur générale u + 2krt, de sorte que 


(eu IL — ent(u+2ATi) — pnu p2ENTi, 


Si nr est entier, le second membre est e”#, ‘comme cela devait 
être (n° 149, corollaire 3°); si nr n’est pas entier, le second 
membre a des valeurs en nombre limité ou illimité selon que x 
est fractionnaire ou incommensurable, et la formule 


( eu)" = ent, 


; ue 
sans être fausse, puisqu'elle correspond au choix de £ — 0, ne 
donne qu’une des valeurs du premier membre. Sous cette réserve, 
on conclut de là les formules 


, _ ’ 0 HSE ee F2 
(zr)" = (renom) — enn' log: — zun : 


c'est-à-dire qu’une des valeurs de Moss ADErTenme 


( u)" == e”logsu — enlogspnlogu— zsnyn, 


c’est-à-dire qu'une des valeurs de (zw)* est le produit d’une valeur 
de 5° par une valeur de uw”. 

Enfin la dérivée de 3" est nz3?71 : on le voit en dérivant par 
rapport à 3 les deux membres de la relation de définition (6), ce 
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qui donne 


lt en \! De — e 
(z72) — enlog- — zh 


z! ayant, dans les deux membres, la même détermination. 


161. Développements de log(i+z) et de (1+ 3)". — Il est aisé 
d'obtenir les développements de ces deux fonctions en séries de 
puissances. 


1° On a identiquement 


I g'è 
me en Tee le de ete ou A ras ee à à 
1+ 23 1+ = 
D'ailleurs la série de puissances 1 — 3 + 3?— +... a évidem- 


ment pour rayon de convergence l'unité, et, si modz est inférieur 


(12 


PA 
LS 


à 1, le terme résiduel - tend vers zéro pour À infini. Par suite, 


Le 
la série indéfinie 


(9) I—3+s— 3... 


représente » pour toutes les valeurs de 3 dont l’affixe est à 


PSE 
l’intérieur du cercle de rayon 1, décrit de l’origine comme centre. 
Cela posé, log(i + z) est une fonction analytique de z, dont la 


hs Là I 5 \ Lu e è 
dérivée est ——> d’après le n° 159; s1 donc log(r + z) est déve- 


ee O 
loppable en série de puissances, les termes de son développement 
auront respectivement pour dérivées les termes de (9), en vertu 
du n° 145, et ce développement sera dès lors, à une constante près, 
(10) G— 3 SE 
D'ailleurs la série (10) admet le cercle de rayon un pour cercle de 
convergence (n° 141); c’est donc une fonction déterminée et con- 
nue de z à l'intérieur de ce cercle, et sa dérivée est la série (9), 
c'est-à-dire 
[ 
qu 


0 


Dès lors la série (10) et la fonction log(i+z), ayant même 
dérivée pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur 
à 1, ne diffèrent que d’une constante (n° 155, Remarque). Si l’on 
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choisit pour log(1 + :) la valeur qui s’annule pour 3 — 0, la con- 
stante est nulle, puisque la série (10) s’annule aussi à l’origine; 


on a donc 
g2 z3 
OR EE 


s| te 


développement valable à l’intérieur du cercle de rayon 1 décrit de 
l'origine comme centre. 

2° Pour (1+ 3)*, démontrons que le développement classique 
du binome est encore valable quels que soient 3 et m, pourvu 
que mod3 soit inférieur à l'unité. Posons à cet effet 


m m(m —1) m(m—1)(m—) 


HÉROS 3°? + : Me EE 


1.2 1.2.9 


Dans cette série, le rapport d’un terme au précédent est 


M — > 
CAR ES ROUE 


quantité dont le module finit par rester inférieur à 1, à partir 
d'une valeur assez grande de n, si mod <1; la série des mo- 
dules converge donc (n° 130), c’est-à-dire que la série elle-même 
est absolument convergente, pour mods <1; on voit de même 
que la série des modules diverge si modz>1 : le rayon de conver- 
“ence de la série de puissances proposée est donc égal à r. 
On en déduit, en appliquant la règle de dérivation, 
M—i1.  (m—i)(m—2) 


I 1 \ 24 
= 3 )—1- DES FPE € 
at af I 172 


d'où, en multipliant les deux membres par 1 + 2, 


1+ 3 M —1 (m—1)(m—2) 


= VHC ler 3 + , SRE 


—— 


CA 


Le second membre est la somme de deux séries convergentes 
qu'on a le droit de réunir terme à terme (n° 129, 6°); donc 
1+ 23 m m(m —1) 


AEAE— — Z 22 RE AS 
m Je) Jr Fe 129 è 


et l’on retrouve évidemment au second membre la série ee 
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Donc 


TES 


HET EEE) 


Im 
c’est-à-dire 
PCA) m 


HÉTRT 
Le premier membre est la dérivée de log f(z), le second est celle 
de mlog(r +2); on a donc (n° 155, Remarque) 


log f(z)= mlog(i1+ z)+ const. 


Pour z — 0, f(z) et log(i + :) se réduisent à l'unité, et dès lors 
la constante est nulle; on en conclut 


1iz)= emlog(1+5), 


la valeur à prendre pour log(ri + 3) étant celle qui s’annule avec z; 
et par suile 


Ja)= (+ 2)", 


la détermination à choisir pour (1 + z)” étant celle qui est égale 
à 1 lorsque z est nul. On a donc, sous le bénéfice de cette obser- 


valiOD, 


m APN) 
(IH 3) + — 35 + Be 
: I 1.2 


développement valable quel que soit », et pour toutes les valeurs 
de 3 dont le module est inférieur à l’unité. 


II. — FONCTIONS MONODROMES. 


162. La formule (5) du n° 138 


. 


p+1o, 


log 3 = loge 


où © est un quelconque des arguments de z, permet de suivre 
les variations de la fonction log z, lorsque la variable 3 varie d’une 
manière continue quelconque. Ç 

Soit 39 (/ig. 44) un point du plan; ©, un de ses arguments: 
imaginons que la variable z parte de z,, avec la valeur ©, de l’argu- 
ment, et décrive une ligne 5,2 : la fonction logs part de z, avec 
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la valeur bien déterminée 
(L) log mod z,+ 2; 


quand 3 suit la ligne z, 2, son argument varie d’une manière con- 


Fig. 44. 
y Z 
TR 
/ É \Po 
O ve 


uinue et acquiert en Z une valeur finale ®, parfaitement déter- 
minée ; logs varie également d’une manière continue, en partant 
de la valeur (L), et acquiert en Z la valeur 10gP + 5 (P dési- 
enant modZ2), qui est parfaitement déterminée. 

Or ici se présente ce fait, d’une importance fondamentale, que 
si 3 suit deux chemins différents pour aller de z, en Z (fig. 45), 


Fi 


Ne 


CE 


les valeurs finales de logs au point Z ne sont pas nécessairement 
les mêmes, bien que les valeurs initiales, en z,, le soient, 
Considérons, en effet, les deux chemins 3,m2 (plein) et 35n 2 
(ponctué). Quand la variable suit le premier, l’argument de z 
varie de #, à D; de sorte que l’on arrive en Z avec la valeur finale : 


logZ = log P + :%. 


Quand Îa variable suit le second chemin 3,72, l'argument 
HE? 11 
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de 3, varie de ©, à — (27 — D), et l’on a pour la valeur finale : 


logZ = logP +:(D—927T). 


Ces deux valeurs de logZ ne sont pas les mêmes; elles diffèrent 
de 24. 

Il y a ainsi des fonctions de 3 qui prennent en un point du plan 
des valeurs différentes selon le‘chemin suivi par la variable; c’est 
ce qui explique l'utilité de la définition suivante. 


163. Définition. — On dit qu'une fonction f(z) est mono- 
drome (ou uniforme) dans une région R du plan, lorsque le 
point z, de coordonnées x, y, élant assujelli à rester dans cette 
région, la fonction prend en chaque point une valeur unique, 
indépendante du chemin suivi par le point 5. | 

En particulier, si 3 décrit une courbe fermée, la fonction mo- 
nodrome uw — f(z), revient au point de départ avec sa valeur ini- 
tale. Réciproquement, si elle jouit de cette propriété pour toutes 
les courbes fermées tracées dans R, elle est monodrome dans 
cette région; qu'on décrive, en effet, le chemin z,az (fig. 46) 


Fig. 46. 
è 

(v2 
*o 


en partant de z, avec la valeur w, de la fonction, on arrive en s 
avec une valeur w; et si l’on décrit ensuite le chemin 2b3,, on 
arrive en Z9, par hypothèse, avec la valeur w,. Si maintenant on 
rétrograde de z, en 3 suivant £, 0 z, la fonction repasse en chaque 
point par la même valeur que tout à l’heure et, par suite, acquiert 
en 3 la valeur w. En d’autres termes, les deux chemins z,as 
et 3,03, décrits avec la valeur initiale w,, conduisent en 3 à la 


même valeur & de la fonction. C0 Fan: 


164. Exemples. — Donnons maintenant quelques exemples. 


1° Les polynomes entiers en 3, les fractions rationnelles (quo- 
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uients de deux polynomes entiers), les fonctions ef, sinz, cosz, 
tangz, sont monodromes dans tout le plan; en eflet, elles n’ont 
en un point du plan qu'une seule valeur, et c’est toujours à cette 
valeur que l’on arrivera, quel que soit le chemin suivi par le 
point . 

2% La fonction V3 n’est pas monodrome dans toute région com- 
prenant le point 3 = 0, c'est-à-dire l’origine. En effet, si l’on pose 


3 = p(cosp+isinp) = peiy, 
| 1 | 
on aura [n° 160, équation (8)], pour la valeur de z*, ou W/3, 


1 
Vz=pe?, 


o étant un des arguments, 9, + 247, de z. 
Si le point 3 (fig. 47) décrit, dans le sens positif, un contour 


êt 


D eZ 


DR 


fermé entourant l’origine, l’argument ©, de z, varie d’une manière 
continue et augmente de 27; par suite, 3 varie d’une manière 


continue et revient au point de départ avec la valeur 


SALE OT ARS PR Met RE 
CNRUT= ret em 0262 (Co8r 7TSNnT)—— pe}. 


pire 
1 


En d’autres termes, (/z change de signe quand z décrit un con- 
tour fermé contenant l’origine ; ÿ/3 reprendrait la même valeur au 
point de départ si z décrivait deux fois le contour. 

3° Plus généralement, la fonction (3 — a)", où m n'est pas 
entier, n’est pas monodrome dans toute région comprenant le 
point 3 — &. Car si l’on pose 


3—.a = p(cosp + 1sinp) = peip, 
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on aura (n° 160), en supposant m réel, 
(z — a)" 07 emi®, 
+ désignant un des arguments, 6,-+2/4r, de 5 —a, et p”* la valeur 


positive de la puissance mime du module. 
Si 3 (fig. 48) décrit, dans le sens positif, un contour fermé 


Fig. 48. 


(e) 


entourant le point a, l’argument © de z — «a augmente de 27, 
et (3 — a)”, qui a varié d’une manière continue, revient au point 
de départ avec la valeur 


QI ernilp+2T) — (OP emig) e2T, 


La fonction (3 — a)" se reproduit donc multipliée par e?”ñi, 


quantité différente de 1, puisque m» n’est pas entier. 
Au contraire, (3 — a)" (fig. 49) est monodrome à l’intérieur 


d'une région limitée par une courbe fermée ne contenant pas le 
point &, car si 3 décril cette courbe, ou une courbe intérieure, 
l'argument de z — & reprend sa valeur initiale quand on revient 
au point de départ. 

Mais il est essentiel d'ajouter que la courbe fermée qui limite 
la région doit être à contour simple, c’est-à-dire doit pouvoir 
ètre décrite d’un seul trait; en effet, dans une région limitée par 
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deux courbes fermées entourant le point à (Jig. 5o,.partie non 
ombrée), la fonction (5— a)" n’est pas monodrome, car, en 
restant dans celte région, le point 3 peut tourner autour du 


point &, de sorte qu’on revient au point de départ avec une valeur 
de (3 — a)” différente de la valeur initiale. 

Le point a est dit critique pour la fonction (3 — a)", quand m 
n’est pas entier. 

4° La fonction (3 — a)(3 — b)(z — c), produit des trois radi- 


caux V3— a, Wz—b, /z—c, n’est pas monodrome dans une 
région qui comprend un des points @, b, c; elle l’est à l’intérieur 
d’un contour simple ne contenant aucun de ces points. Elle est 


également monodrome dans la région (non ombrée) limitée par 
deux courbes fermées entourant chacune deux des points @, b, c 
(région à contour complexe) ( fig. 51); car, en restant dans cette 
région, on ne peut tourner autour de & sans tourner en même 
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temps autour de b, de sorte que, lorsqu'on revient au point de 
départ, les deux radicaux 4/3 -— & et \/3 <— b ont changé simulta- 


nément de signe ou n’ont pas changé. Le troisième radical ÿ/3 — € 
reprenant sa valeur initiale, puisque c est en dehors de la région 
considérée, la proposition est établie. | 


La fonction \/(3 — a)(z — b)(s— c) n’est pas monodrome dans 
une région limitée par deux courbes fermées contenant chacune 
un (ou trois) des points @, b, c; car ce n’est pas une région à 
contour simple, et, sans en sortir, le point z (fig. 52) peut tourner 


autour de « seul, de sorte que la fonction, quand on revient au 
point de départ, a changé de signe. | 
5° La fonction logz n’est pas monodrome dans toute région 
qui comprend le point 3 — 0 (origine); on a en effet, en po- 
sant z — pet, 
logs = logo + cv, 


2 élant un des arguments de 3. 

Si donc 3 fait un tour dans le sens positif, autour de l’origine, 
o augmente de 27 et logs augmente de 275. Si 3 fait un tour 
autour de O dans le sens négatif, log 3 augmente de — 2xc. 

Au contraire, logz est monodrome à l’intérieur d’un contour 
simple ne comprenant pas l’origine. 

Mêmes conclusions pour la fonction log(z-—a«) et le point 
3 — 4, qui est son point critique. 

En résumé, les foncuons tellesque(z—a)*,(3— b)8,(3— ch, 
log(z— a), ... sont monodromes dans toute région à contour 
simple qui ne comprend aucun point critique; sous une autre 
forme, on peut dire que deux chemins allant d’un point 3, à un 
point Z conduisent à la même valeur finale de la fonction, 
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lorsqu'on peut déformer le premier d’une manière continue et 
sans traverser de point critique, de façon à le faire coïncider 
avec le second. 


165. Continuité. — On dit que la fonction analytique f'(z) est 
continue pour 5 — 3, lorsque, étant donné un nombre, e, aussi 
petit qu'on veut, on peut assigner un nombre n tel que l’on ait 


mod[f (3 + k) — f(2z0)] <= 


pour toutes les valeurs de L dont le module est 1. C’est la dé- 
finition qu’on a déjà adoptée pour les séries de puissances. La 
fonction f (z) est dite continue dans une région du plan si elle est 
continue pour tous les points de cette région. Les fonctions ef, 
sin z, cosz, les polynomes entiers en 3 sont continus dans tout le 
plan, comme on l’a établi déjà. La fonction tangz n’est pas con- 


4 A2 : T 
unue dans une région comprenant un des points 3 —(2k +1) = 


où tang 3 devient infinie; elle est continue dans toute autre région. 
De même log z n'est continue que dans une région ne compre- 
nant pas l’origine. 

Géométriquement, la définition de la continuité s’interprète 


comme 1l suit. 


Représentons la variable z, comme d'ordinaire, sur un plan par 


Fig. 53. Fig. 54. 


e\? 


# 
JSGo) 


O æ O RS 


le point dont les coordonnées sont la partie réelle et la partie ima- 
ginaire de z; représentons de même f(z) sur un autre plan. Du 
point /(30) comme centre, dans le second plan, décrivons un 
cercle y, de rayon e; il faut, pour la continuité de f(x) au point z,, 
qu'on puisse assigner n ( fig. 53) tel que, si le point 3 reste dans 
le cercle de centre z, et de rayon n du premier plan, le point f(z) 
du second plan reste dans le cercle (fig. USE 
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166. Séries dont les termes sont des fonctions d’une variable 
imaginaire. — Soit la série 


(59 U(S3)+ U2(3) +...+ un(3)+...; 


on dit qu'elle est uniformément convergente dans une région R 
du plan si, étant donné e, on peut assigner un nombre N, fonction 
de e seul, tel qu’on ait | 


mod Rh(3) =— mod[wy+1(23) —-— Unr2(3) FUEL UC «| £. 


pour » 2 N et pour toutes les valeurs de 3 dont l’affixe est dans la 
région R (vorr le n° 139). On établit, comme dans la remarque 
du n° 140, que : 


Une série est uniformément convergente dans une région St, 
dans cette région, les modules de ses termes sontégaux ou infé- 
rieurs aux termes de même rang d'une série numérique con- 
vergente, à termes positifs. 


Il est clair que la série est aussi absolument conver gente dans 
le même cas. 


167. Les séries uniformément convergentes dans une région, et 
dont les termes sont des fonctions monodromes et continues de = 
dans la même région, jouissent d’une propriété importante 


Leur somme est une fonction monodrome et continue dans 
la méme région. 


Elle est monodrome, car la série converge et chacun de ses 
termes n’a qu'une valeur pour une valeur de z; je dis qu’elle est 
continue; il suffit, pour le voir, de reproduire sans changement 
le raisonnement du n° 144, en remplaçant le cercle de convergence 
par la région de convergence uniforme. 


C’est surtout dans le Cours de seconde année que la théorie 
des fonctions analytiques sera développée; on se bornera ici à ces 
brèves indications. 
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CHAPITRE VIL. 


DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE. 


I. — FORMULE DE TAYLOR DANS LE CAS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


168. Soit une fonction de deux variables 3— f(x, y); dési- 
gnons par À et Æ deux constantes et considérons la fonction de t: 


f(x + ht, MERE) = CC). 


Si l’on suppose x et y constants et € variable, on aura, par la 
formule de Maclaurin, en employant le reste de Lagrange, 


pn—1 , PAL 
ot) = p(0) + {D (0 )+... + ————— v1—-1(0) + — v2(0). 
Calculons les dérivées successives (1), 9"(1), .... En posant, 
pour simplifier, 
æ+ ht = 1, VAL ÿ, 
on à 
o(£) AAC B), 

d’où 


of du of dB 9. 


ts RC OMR FT MNENTT 
AO a (PT + ER à) » a ( HAE HT 4) 


DÉC 


da? dax 08 0x 08 TT oB? 
— 2 Cole . ® f 9 SE . 


el ainsi de suite jusqu’à #*(£) inclus, où l’on remplacera £ par 64. 
Mais, d’ailleurs, à cause des relations a— x + ht, $ — y + kt, les 
dérivées partielles de f(x, 8), par rapport àxet $, sont les mêmes 
que les dérivées partielles de même ordre par rapport à x et y; de 
sorte que 


PR 0j: Le Of 
? (t) == h dr t k dy 
| of 2 f 2 f 
" Dre  Æ . NO Rene 
(De /1 a Moro 5y? 
on f on f où f 


gn(é) == An Oz dxn—19y en Op" 
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of 
œ 


les coefficients étant ceux du binome (n° 44), et == +:: désignant 
2 f(æ+ht,y+kt).... Faisons maintenant 4—0 dans ces déri- 
OT # 
not 
; / pl! “le pres RM JE LS 5S]- 
vées, pour avoir (0), w”(0), ...; les expressions ir dési 
0 a 
gneront alors = / (æ) Vi t, etiliviendra 
pt) =J (TENTE PEENEL) nEe HE + (hf, + kf, ) 


2 fra DRAP RS DR 


Faisons enfin { — 1; nous obtenons la formule cherchée : 
f(r+h, y +k) 
(Tr, JU EM PPERTOIEE nn CROP DRASS RAT AE 
n—1 = 
: jar RATE) RO CRE nie 


Se CR 18 ox'i—1 ) I dx nl — 207 


ce qu'on écril symboliquement : 


f(a+hky+k) = fer (ail +): (a 4x AE 


Oo 1.2 dy 
. Of of \n-1 
; ROMEO ENT (2 nn) + R;, 


en convenant, dans le de RPREREES des binomes, de remplacer 
of \P fof\: 0P+9 f 
“par , . 
0x 0y 0xP dy | 
Quant au reste R,, il a la même forme que le terme qui le 


la puissance CL 


précède; on remplacera simplement dans ce terme n — 1 par », 
et f(x, y) par f(x +0h, y + 0k). 

On montre aisément que la formule s'applique si f(x, y) et 
ses dérivées partielles jusqu’à l’ordre x inclusivement sont conti- 
nues et déterminées, lorsque x et y varient de x à x + h et de 
126 ere 

L'extension de cette formule à un nombre quelconque de va- 
riables est immédiate. 


169. Remarque. — Si l’on pose f(x,y)=2; h = dx, k= dy, 


on voit que, dans la formule précédente, les termes successifs 


dx fit dy fs, "défis dx dy ff; dy? fan 


sont égaux à dz, d?5,... (n° 44). Donc on peut écrire, en re- 
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marquant que f(x + dx, y + dy) — f(x, y) n'est autre chose 
que l’accroissement Az, de 3, 
I l 


PURE — dn-1z+R;, 
Crée: 


formule importante qui est également vraie pour une fonction 
d’un nombre quelconque de variables et, en particulier, d’une 
seule. Le premier terme est dz, valeur principale de A3, ainsi 
que cela devait être. 


II. — PROCÉDÉS POUR EFFECTUER LES DÉVELOPPEMENTS 
EN SÉRIE. 


170. Dans le calcul différentiel, on a souvent besoin de déve- 
lopper une quantité en série suivant les puissances d’un ou de 
plusieurs infiniment pelits, ou du moins de trouver un certain 
nombre de termes de ce développement. Soit, par exemple, y une 
fonction, y — f(x), d’un seul infiniment petit x; la formule de 
Maclaurin, si elle est applicable, résout la question : 


æn+1 


7=fto)+zf(o)+..+ 7 f'r(o)+ nt IN 


et, en négligeant le dernier terme (reste), on a la valeur de y aux 
infiniment petits près d'ordre supérieur à n. 

Souvent, la formule de Maclaurin, appliquée directement, con- 
duirait à des calculs très longs, à cause de la nécessité d'obtenir 
les dérivées successives de y; parfois aussi elle est inapplicable. 
Voici quelques procédés qui permettent de simplifier les opéra- 
tions. 


171. Produit. — Supposons qu'il s'agisse d’obtenir le déve- 
loppement d’un produit, en négligeant les infiniment petits d'ordre 
supérieur à 2, par rapport à æ. 

DL 2e HP, CRI 

u—Axt+ Britl+,.., 


p—MzxbB+ NzrBri+.., 
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on fera le produit we et l’on ne gardera que les termes d'ordre 
égal ou inférieur à »; pour cela, ilest clair qu'il suffira de s'ar- 
rêter, dans w, aux termes en æ”-6, et, dans e, aux termes en æ!7%. 
On aura alors 


y =(Azt+Brtt1+...+ Lar-$)(Mrb+ Nobti+...+ Pyr-a) +... 


et, dans le produit de deux polynomes qui figure au second 
membre, on négligera les termes en æ?#1, xrt?, ...; ce qui 
donnera y avec l’approximation demandée. 


Lurf . . (9 A 
172. Quotient. -— Soit y = =: uet pe ayant les mêmes expres- 
[42 


sions que plus haut; cherchons de même à quels termes on doit 
s'arrêter dans w et 9, pour que le quotient, ordonné suivant les 
puissances croissantes de x, donne y aux termes près d'ordre supé- 
rieur à 2. Écrivons pour cela 


D—F+S, u=u+R, 


R et S étant les parties négligées dans w et +; il faut que l’expres- 
sion 


o D, UV — UF US 0h 


(47 U; uu; VAI 


: 1 Le A 

soit, en +, d'ordre supérieur à 2. 
: PE vR ; ; 
On sera sûr qu 1l/en est'ainsi ste ete ennt separément 
uU; uu:; 

d’ordre supérieur à n; comme uu, est d’ordre 24 et u d'ordre *, 
Il faut que S soit d'ordre ñn+a--1; de même R devra être 
d'ordre 7 + 24 —$ +1. On aura alors, aux termes près d’ordre 
supérieur à A, 


ps Mzb+ Nr... + Porte 


PQ ma RE 
ne La AT pe... ter De 


et il suffira d'effectuer la division des deux polynomes ci-dessus, 
ordonnée suivant les puissances croissantes de x, en s’arrétant au 
terme en x”, pour avoir la valeur cherchée de y. 

En particulier, si a — 0, $ — 0, on prendra dans w et p jus- 
qu'aux termes en æ* inclus, et l’on fera le quotient en s’arrêtant 
au même terme. 


— 
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173. Exemple. -—- Un exemple important est le suivant : 


Soit 


f(x) 
EE à pan 
(zx —a)*o(x) 
2 désignant un nombre entier et positif, et f(x) et o(x) des 
fonctions finies et non nulles pour + — a. On pose 


Le DEN: 


et l’on demande le développement de y suivant les puissances 
croissantes de A. 
On a 
CL RP LU) L TER E 
Rio(a+h) Rx o(a) + hko'(a) +. 


34 


en supposant la formule de Taylor applicable à f(a+h) 
HONTE ET DE 

Si l’on veut avoir y jusqu'aux termes en ” (inclus), on déve- 
loppera le quotient 


f(a)+hf'(a) +.. 
Ga) Ava) nr 


jusqu'aux termes en %*#, et pour cela, d’après la règle du nu- 
méro précédent, on fera le quotient, suivant les puissances crois- 
santes de 2, des deux polynomes 


\ , hù+n 
f(a)+hf'(a)+...+ Trauest fara(a) | 
Aa+n =AÀA+Bh+CA2 +... Phœta, 
| ue D mat < 
p(a)- Ro (a)+...+ er (a) 


en s’arrêlant au terme en L#%*#, On aura alors, pour y, 


A B C L 


DE LT Pr He... D EM INh EP he 


Dr 
FOR r OT” 


du développement de y au voisinage de x — a; parce que, 


Les premiers termes se nomment la partie infinie 


pour æ— a (c'est-à-dire À — 0), ils deviennent infinis. Si l’on 
désire obtenir seulement la partie infinie c’est-à-dire si ñ——1, 


f(a+h) 


o(a + h) 


les deux termes du q uotient devront être calculés jusqu'aux 
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termes en 247! (inclus), et dans le quotient on s’arrêtera égale- 
ment aux termes en h%7!, c'est-à-dire qu’on prendra au numé- 
rateur et au dénominateur autant de termes qu’on désire en 


obtenir au q uolient. 


474. Ilest parfois impossible de développer une fonction sui- 
vant les puissances croissantes de z; la fonction logzx en est un 
exemple. 


Ea effet, si l’on avait 


logx — Axat+ Brtti+ Cri... 


il faudrait que à fût négatif, puisque, pour æ = 0, logxz = —; 
soit & — — mn, on aurait alors 
æ"logx = À + Br + Cr?+..., 


ce qui est impossible, car, pour æ —o, le premier membre tend 
vers zéro, quelque petit que soit m, et le second tend vers À, qui 
n'est pas nul, puisque À x% a été supposé le premier terme du dé- 
veloppement. 

Si l’on a une expression telle que 


logu = log(Axt+ Brtti+,..), 


on peut obtenir un développement comprenant un terme en logæx. 
suivi de termes en x. On écrira - 


F4 B x 
logu = logAx«| + pe...) logA +alogr+log(1+ Rate.) 


À / 


S1 l’on pose 


R='=%+.., 


log(1-+ R) sera développable, au voisinage de x — 0, par la série 
connue (n° 161) 
R?  R3 


logGHR)=R— — TETE 


et en développant R, R?, R*, ... jusqu’à l’ordre », on aura 


logu — alogær-+logA +ax+br+...+lxn, 


aux termes près d'ordre supérieur A 7/1: 
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175. Développement suivant les puissances décroissantes de x. 
— Nous avons supposé jusqu'ici que æ était un infiniment petit, 
et nous avons cherché des développements, applicables à des 
valeurs très petites de +, et ordonnés suivant les puissances 
croissantes de cette variable. 


A s . ; I 
Si au contraire æ est un infiniment grand, on posera € — -; 


: . . . S I 
3 sera un infiniment petit, et la foncuon y = f(x)=/(:) pourra 


être développée, par les méthodes précédentes, suivant les puis- 


sances croissantes de 3 : 


J = Azt+ Bztti LE Cztti Li, .., 


d’où, en faisant. à — — m, 

FY=Agm-E Brit Comet... 
ce qui donne un développement de y suivant les puissances dé- 
croissantes de l’infiniment grand x. 


Bien entendu, un tel développement n’est pas toujours possible ; 
par exemple, pour l’exponentielle e*, on ne saurait avoir 


et— Axm+Brm-i+,,., 
car m devrait être plus grand que zéro, puisque e* = pour 
æ infini ; 1l viendrait alors 


ex 
PAL PA 


ce qui est absurde, puisque le premier membre tend vers l'infini 
pour æ infini, tandis que le second membre reste fini. 
De même on ne peut avoir 


logr = Agm+Bom-1+..., 


car mn serait positif, et 1l viendrait 

L B 
— logr =A+- —+..., 
NY ALL HR “ 


ce qui est impossible, car pour x — + le premier tend vers zéro, 
quelque petit que soit m, et le second membre tend vers A. 
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176. Certaines expressions ne sont commodément dévelop- 
pables qu'après un changement de variable; voici deux exemples : 


SAR EN LE CAN : à 

1° Soit à développer (à + =) suivant les puissances croissantes 

\ 

I 
de —- 

12 

Désignons cette fonction par y; pour n7 —, y est égal à e*: 
c’est la valeur principale. Pour obtenir les termes suivants, pre- 
nons les logarithmes, et appliquons la formule du développement 
de log(1 + uw), établie au n° 161, 


On a ainsi le développement de logy. On en déduira celui de y 
par la formule 


x'2 
Vi PUETE PAUL ER eret 
en posant 
x? x 
R — + 
)n 3n? à 
d’où 
R2 R3 
der NS ARE 
| s LES 


” l'AR: 
Si l’on veut s'arrêter aux termes en nE inclus, on ne poussera 
7 


: R3 ; 
pas plus loin que = dans le crochet. et l’on aura 


mir LE Le æ* A 7 LEE 
= LI — + — — + - es tie CAIN 
Ÿ 2n D 722 4 n$ DATE JILE 6107 


à æ? A “ I É: x AL 
= EN | TS RE) ER RAR 
D7E n?\3 n° 6 48 
\ 


, 3 4 , 4 à I 
les termes négligés étant au moins d’ordre 4 par rapport à pa 


[e+) 


: . ni 
> On développera d’une manière analogue y = n\Va en) 


; L À I ne 
suivant les puissances croissantes de 3 On écrira 
1 
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d’où 
er 1 log?x # OS C2 
= logxr + — = 
Ÿ ï DATE 31 un? 
177. Remarque. — Les séries de Taylor et de Maclaurin n’ont 


été établies jusqu'ici que pour les fonctions de variables réelles; 
c’est seulement dans le Cours de seconde année qu’on les étendra 
aux fonctions de variables imaginaires : jusqu’à nouvel ordre, les 
développements ci-dessus ne sont applicables que dans le domaine 
réel. La question de leur convergence est également réservée pour 
une étude ultérieure. 


178. Développement des fonctions implicites. — Nous indique- 
rons la méthode à suivre sur des exemples. 


J. Soit une équation, f(x, y)= 0, ayant, pour x = xo, une et 
une seule racine y égale à y,; on demande de développer cette 
racine suivant les puissances croissantes de æ — x,. Il est clair 
qu'en posant x — x —= Xet y — Yo — Ÿ, on ramène ce cas à celui 
où To—= 0 et Yo— 0; soit alors, par exemple, l’équation 


MG EP 2470, 


qui, pour æ—0,a une el une seule racine nulle. Cette racine, y, 
est infiniment petite avec x, et l’on voit immédiatement sur l’équa- 
tion que sa valeur principale est 2x? ; car les termes y et — xy 
sont infiniment petits devant le terme en y, de sorte que la valeur 
principale du premier membre de l'équation est y — 2x? (1). On 
peut donc poser 
Jr= (2 +2), 

z s’annulant pour æ — 0, et l'équation devient, après suppression 
du facteur x?, | 

xt(2+3)ÿ—x(2+3)+3—=0o; 
elle a, en z, une racine nulle pour æ—0. On reconnaît de suite, 
comme tout à l’heure, que la valeur principale de celte racine 
est 2x, et l’on peut poser 


5— 2 (2 + 0), 


(!) Le succès de ce raisonnement tient à ce que l’équation contient un terme 
en y : or, l'existence de ce terme résulte nécessairement de l'hypothèse que, pour 
æ=0, il y a une seule racine y nulle. 

H. 12 
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4 


€ s’annulant pour x = 0. On formera alors l'équation Ë, et ainsi 
de suite, ce qui donnera, en remontant la série des calculs, le 
développement cherché de la racine y : 


= +9ri+.... 


Il. Si, pour æ = 0, l'équation proposée a L racines y égales 
à zéro, le terme de moindre degré en y qui reste dans l’équation, 
après que l’on a fait x = 0, est un terme en y}; on ne peut plus 
alors, comme dans le cas précédent, indiquer immédiatement les 
deux termes qui constituent la valeur principale du premier 


membre. 
Soil par exem ple l’équa Lion 


(1) Pi—xy +mi= 0, 


qui, pour + = 0, a trois racines nulles. 
Si à désigne l’ordre de l’une d'elles par rapport à l’infiniment 
pelit æ, posons 


(2) Y=ZTAA +2), 


À étint une constante Zo et 3 s’annulant pour æ = 0. Il s’agit 
d’abord de déterminer # et À. Portons la valeur (2) de y dans (1); 


il vient 


(5) DIA(A +3 — HA + z)+2i— oo. 


Dans le premier membre, les termes du degré minimum en x 


sont évidemment compris parmi ceux de la somme 


(4) A3 34 — À mAH + 3; 


et je dis d’abord qu'il doit y avoir au moins deux termes du degré 
minimum. Car, s’il n’y en avait qu’un, son coeflicient devrait être 
nul, puisque le premier membre de (3) doit s’annuler identique- 
ment quand on y remplace z par son développement en x; or 
aucun des termes de la somme (4) ne peut avoir son coefficient 
nul, puisque À est supposé Zo. Il faut donc qu’il y ait, dans (4), 
au moins deux termes du degré minimum (se détruisant entre 
eux); c’està-dire que : 1° deux des exposants 34, «+1, 3 doivent 
être égaux entre eux, et 2° être inférieurs (ou au plus égaux) au 


troisième. 
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On a donc à examiner les trois hypothèses qui satisfont à 1°: 


(a) DA GET, ou Ar = 3 

2 
(b) t+I—= 5, ou Que 
Ce) SCE-RT ou CEA 


L'hypothèse (c) est à rejeter, car les deux exposants égaux, 
34 et 3, sont supérieurs au troisième, 4 +1(—2)et la condition 2° 
n’est pas vérifiée. Au contraire, les hypothèses (a) et (b) sont 
acceptables. | 


] . , 
(a). Onas—-, et les termes de moindre degré dans (4) sont 


comme ils doivent se détruire, il faut que À? — À — 0; et comme 
À est différent de zéro par hypothèse, on a 


A =]. 


Prenons d’abord À = 1; 1l vient dans (2) 


z s’annulant;, comme on l’a dit, pour æ — 0; et dans (3), après 
e 
suppression du facteur commun x*, et réduction : 


équation qui, pour æ —0, n’a qu'une racine z nulle : la valeur 
3 
: - . I où - p 
principale de celle-ci est — 52; et l'on obtiendra son développe- 


ment comme dans le cas I. 
On à ainsi, pour une des racines, y,, de l’équation primi- 
uve (1), 
1 3 1 
2 f 2 ri I 9 
HR A et 0 ME mens RE 2 APCE 
2 2 
En prenant A——1, on aurait un développement analogue 
pour une autre racine : 


SA er om = URL 


180 . PREMIÈRE PARTIE. — CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


(b). Onaa— 2; les termes de moindre degré en x, dans (4), 
sont | 
—Nvie 3 ; 
d’où À — 1; les équations (2) et (3) deviennent alors 


J =2(i+ 2), 


23234 3%332+(32—1)3 + 2x8 — 0. 


Cette dernière, pour + = 0, a une et une seule racine 3 nulle, 
dont la valeur principale est x?, et qu’on développera comme dans 
le cas [. On a ainsi, pour la troisième racine, y:, de la proposée (1), 


AE em ETES 


Le procédé s'applique sans difficulté au cas général; on 
démontre que si f(x, y)—= 0 est une équation algébrique ad- 
mettant, pour x — 0, h racines nulles, cette méthode donne sans 
ambiguïté les développements des À racines, et que les dévelop- 
pements sont convergents pour des valeurs suffisamment petites 
ere 
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CHAPITRE VIIL. 


MAXIMA ET MINIMA. 


179. Définitions. — On dit qu’une fonction, f(x), d’une seule 
variable, est maximum pour x — a, si l’on peut déterminer un 
nombre n (si petit qu'il soit) tel que l’on ait 


Jf(a+h)—f(a)<o, 


pour toute valeur non nulle de 2 comprise entre — x et +1. 
Elle sera minimum si, dans les mêmes conditions, 


f(a+h)—f(a)> o. 


De même, une fonction de deux variables, f(x, y) sera 
maximum pour æ—=a, y —=b, si l’on peut déterminer un 
nombre n tel que l’on ait 


Jf(a+h,b+k)—f(a, b)<o 


pour toutes les valeurs, non nulles simultanément, de À et k com- 
prises entre — n et + n. | 

Il y aura minimum si la différence ci-dessus est positive dans 
les mêmes conditions. 

Géométriquement, marquons sur le plan le point de coor- 
données rectangulaires a, b : pour que f(x, y) soit maximum ou 
minimum pour æ = «a, y = b, il faut, d’après la définition, qu’on 
puisse tracer un carré, de côtés parallèles aux axes, ayant pour 
centre le point &, b, et tel que, pour tous les points x, y intérieurs 
au carré, la différence f(x, y)— f(a, b) garde un signe constant. 
Le côté du carré est 21. 

On peut remplacer le carré par un cercle de centre à, b : car, si 
le carré existe, la différence f(x, y)— f(a, b) gardera a fortiori 
un signe constant pour tous les points x, y intérieurs au cercle 
inscril dans le carré. Réciproquement, si un tel cercle existe, on 
en déduira l’existence d’un carré, de centre &, b, jouissant de Îa 
même propriété, et qui sera, par exemple, le carré inscrit au cercle 
et de côtés parallèles aux axes. 
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180. Fonctions d’une variable. — Si f(x) a une dérivée déter- 
minée pour æ — &, on aura, par la définition même de la dérivée, 
(1) f(a+h)—f(a)= Ah[f"(a)+ el, 


e tendant vers zéro avec A. 

Quand À décroit indéfiniment en valeur absolue, le second 
membre finit par avoir le signe de L f'(a) : le premier membre, 
si f'(a) n’est pas nul, change donc de signe avec h, c’est-à-dire 
qu'il n’y a ni maximum ni minimum pour æ = 4. 

Donc, lorsque, pour x — a, f(x) a une dérivée déterminée, 1l 
ne peut y avoir maximum ou minimum que si f'(a)= 0; lorsque 
[(æ) n'a pas de dérivée déterminée, on ne peut rien dire, c’est- 
à-dire qu'il peut y avoir maximum ou minimum. En d’autres 
Lemnese 


La fonction f(x) ne peut être maximum ou minimum que 
pour les valeurs qui rendent sa dérivée indéterminée () ou 
nulle. 


Soit «& une de ces valeurs, que l’on déterminera par l'étude de 
la dérivée; on aura dans chaque cas particulier à faire une dis- 
cussion spéciale, afin de voir si f(a + h) — f(a) garde un signe 
constant pour des valeurs de À assez petites, positives et négatives. 


181. Cette discussion n’offre aucune difficulté quand on peut 
appliquer à f(a + h) la formule de Taylor. En ce cas, a est cer- 


lainement une valeur annulant f'(x), car /'(x) est, par hypothèse, 
déterminée et continue pour æ = 4; on a alors 


(2) fta+h)—f{a)= LIS"(a)+ 1. 


Pour L assez petit et quel que soit son signe, le second membre 
a le signe de f"(a); il y aura donc maximum si f’(a)<o et 
minimum si f'(a)> 0. 


S1 f'(a)= 0, et plus généralement si 


Ja) = At a)=t,.— (ao; 


(') Parmi les valeurs qui rendent la dérivée indéterminée sont comprises celles 
qui la rendent infinie. 
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on aura 


3 a+ h)—f(a)= MEL(a) He 

(3) fa +) fa)= Le (a)+ el: 
et le premier membre, pour A assez petit, aura le signe de 
haT\ frfi(a). Si donc n + 1 est impair (n pair), comme ce signe 
change avec celui de X, 1l n’y aura ni maximum ni minimum; 
si 2 + 1 est pair (nimpair), le signe restera celui de fT!(a), et 
il y aura maximum pour f#+!(a) Lo, minimum pour f#(a)>0o. 


182. Fonctions de plusieurs variables. — Pour que f(x, y)soit 
maximum ou minimum pour æ = &, y = b, il faut que 


f(a+h, b+k)— f(a,b) 


conserve un signe constant lorsque L et £ sont, en valeur absolue, 
inférieurs à n; donc, en particulier, si l’on fait £ — 0, on voit que 


f(a+h, b)— f(a,b) 


doit garder le même signe, c’est-à-dire que f(x, b), considérée 
comme fonction de æ seul, doit être maximum ou minimum 
POUTEQ 

Il est donc nécessaire, pour un maximum ou un minimum, 
que la dérivée partielle - soit indéterminée ou nulle pour 
æ—= 4, y —=b; une démonstration analogue s'applique à l’autre 


dérivée partielle; de sorte que : 


La fonction f(x, y) ne peut être maximum où minimum 
que pour les systèmes de valeurs qui rendent ses dérivées par- 
tielles indéterminées ou nulles. 


Soit a, b un de ces systèmes de valeurs que l’on déterminera 
par l'étude des dérivées de la fonction; on aura, dans chaque 
cas, à faire une discussion, pour voir si f(a+h,b+k)— f(a,b) 


garde un signe constant. 


183. Comme plus haut, cette discussion est facile quand on peut 
appliquer à f(a+h, b+ k) la formule de Taylor : en ce cas, 
Of of 


el 


e , « LJ , L] a 3 4 2 
SACPURT qui sont déterminées d’après l’hypothèse, s’annulent 
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pour æ — a, y — b, et l'on a (n° 168) 
f(a+h, b+k)—/f(a, b) 


re Ce + ahhfa+ Re fo)+ UE fa +08, b+0k)+...]. 


Pour qu'il ÿ ait maximum ou minimum, il faut, comme on l’a 
vu (n° 179), qu'on puisse déterminer un cercle de centre @, b, 
tel que le premier membre garde un signe constant pour tous les 
points & + h, b + k intérieurs à ce cercle, c’est-à-dire pour toutes 


les valeurs de À et de Æ quirendent VA? + A? inférieur au rayon, p5, 
du cercle. Posons alors 


= 10 COS 0), 


k = psinw, 
2 el w étant indiqués sur la figure 55; on a 
{ f(a+h, b+k)— f(a, b) 
= F (cos?w f: + 2cosw sinw f}, + sin?w f}:)+ Mo, 


eL1l faut, pour qu'il y ait maximum ou minimum, qu’on puisse 
déterminer un nombre positif, 5, tel que le second membre garde 


Fi64%55: 


un signe constant pour toutes les valeurs de e inférieures à 29, et 
quel que soit l’angle w. 
Considérons le trinome 


cos2w f/,—+ 2cosv sinw f/,+ sin2w 2 
a ab EE) 
EN 1 

quis ecrit 


1! 


cos w (fn —+ 2tang w fo, + tang?w js). 


Il est clair que si ses racines (en tanew) sont réelles, c’est- 
8 ; 
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à-dire si fn — far fs >> 0, Ce trinome changera de signe selon les 
valeurs de tangw, et comme on peut prendre o assez petit pour 
que le second membre de (4) ait le signe du premier terme, 
c'est-à-dire du trinome, il n’y a ni maximum ni minimum. 

Au contraire, si les racines du trinome sont imaginaires, c’est- 
à-dire si fu — fu fo < 0, le trinome a toujours le signe de fi: et 
ne s’annule pour aucune valeur de w : on en conclut que, si p reste 
assez petit en valeur absolue, le second membre de (4) garde, 
quel que soit w, un signe constant, celui de f,:. Donc, si fn <0, 
1l y a maximum; si f: >> 0, minimum. 

Enfin, si les racines du trinome sont égales, c’est-à-dire si 
Fab — fa: fi = 0, le trinome s’annule pour une valeur de tango : 
pour les valeurs correspondantes de w, c’est le terme en 9° qui 
donne son signe, et une discussion spéciale sera nécessaire pour 
décider si ce signe est le même que celui qui correspond aux 
autres valeurs de w. 

En résumé, pour 


DE nf hs > 0; ni maximum ni minimum. 
(5) ab Jus J pa < 0, maximum Si y: < 0; minimum Si fps > 0, 
Tab Jus ba =. 0, doute; une discussion spéciale est nécessaire. 
: 0 0 
184. Remarque. — Au lieu de dire que . et L s’annulent pour 


les valeurs qui correspondent au maximum ou au minimum, on 
peut dire que la différentielle totale 


of 


0x 


0 
dx + of dy 

0y 
s’annule, quels que soient dx et dy. 

185. Maxima et minima relatifs. — Soit à trouver les maxima 
el les minima d’une fonction de quatre variables 
HP AS U); 

ces quatre variables étant liées par deux relations 


o(æ, J' 2) u)= 0, 
(zx, >=; u)= 0. 
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11 y a, d’après cela, 4—2—2 variables indépendantes, x et y, 
par exemple; laissant de côté les cas exceptionnels d’indéter- 
mination, on trouvera les maxima et minima en écrivant que la 
différentielle totale, df, est nulle, quels que soient dx et dy. Donc 

y RO of 


= À a ds + Lau — 
(2) se 0x 7 7 9y CR TR PS DNS 7 


dz et du étant liés à dx et dy par les relations 


09 do du lo) 

(7) de + © dy + = dz + = du = 0, 

dx OV 03 ou : 
94 . oÙ 0Ù 

8) Ar SR RO T Fie 
(ee 0x J 03 ou 


Il faut donc tirer dz3 et du de (3) et (8), porter dans (6), et 
écrire que les coefficients de dx et dy sont nuls dans le résultat : 
cela revient à éliminer dz3 et du entre (6), (3) et (8), et à écrire 
que, dans le résultat, dx et dy disparaissent. Pour effectuer cette 
élimination, mulluiplions (5) et (8) par des facteurs indéterminés, 
het u, puis ajoutons-les à (6); il viendra 


RE EE Ne eue A el Ÿ 
(9) | er Etre (éngres)s 
9) 
Der 1 99 OUN\®,. of d # 
| + (5 pe + Si) dz + CEA … + pu D ) du = 0. 


L’éliminauion de d3 et du sera effectuée si nous choisissons 
\'et ue de manière que 
of do 04 of Jo dl 
10 À Eu = 0 NE in ee 0) 
fab) 03 03 OS ! du du PET 
Ecrivons alors que dans (9) les coefficients de dx et dy sont 
nuls : 


n) 00 4 - D 
Gi) PSN MN ES MEN SEE 


Les équations (10), (11), jointes à 6 —0o, Ÿ —o (soit en 
tout six équations) donneront les valeurs de À et , et celles de 
ZT, V, 3, U Qui peuvent correspondre au maximum ou au minimum 
de f. D'où la règle suivante : 


RÈècze. — Pour trouver les maxima et les minima d'une 
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fonction f, de n variables liées par h relations : 


O1—= O0, CUT CNT Ares 


on annulera les dérivées partielles, par rapport aux n va- 
riables, de la fonction 


f+lpi+ 2%... + ÀnoDp, 


les À; étant regardés comme constants. On obtiendra aïnsi 
n équations qui, jointes aux h équations © — 0, donneront 
(avec les valeurs des h quantités À;) les valeurs des n variables 
qui correspondent au maximum ou au minimum de f. 


Applications. 


186. Axes d’une section centrale d’une quädrique. — Soit, en 
coordonnées rectangulaires, la quadrique, qui admet pour centre 


l’origine, 
(12) Ax?+ A'y?+ A1"32+92Byz+2B'z7+92B'ry+1=0; 


les demi-axes de sa section par le plan central 


9 


(15) lx+my+nz=0o 


sont les maxima et les minima de la distance du centre à un point 
de la section. On a donc à déterminer le maximum et le mini- 
mur de 2?+ y?+ 22; x, 7,3 étant liés par (12) et (13). Appli- 
quons la règle ci-dessus, nous avons, en supprimant le facteur 2 : 


g+Àl +<u(A x +B'y + B'z) —o, 
(14) € y+im+u(B'x + A'y+B 3) —o, 
z+Àn+u(B'x + By + A"3) —o, 


équations qui, Jointes à (12) et (13), déterminent À, p et les 
sommels æ, y, z de la section. Pour avoir les longueurs des 
demi-axes eux-mêmes, il faut joindre à ces équations la relation 


2 


(15) = 2t+yt+ z, 


OUEliMINER PRET, 0 entre), (13) (14) ébLo) 
Le calcul $e fait simplement si l’on multiplie la première équa- 
tion (14) par æ, la seconde par y, la troisième par 3, et si l’on 
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ajoute membre à membre; il vient en effet, en tenant compte 


deto)let(o ); 


EE OX 


On a alors, en portant cette valeur de & dans (14) et en récri- 
vant (13), 


æ(i+ Ar?) + y B'r? Dire Al 0, 
ROUTE + yG+A'r)+2Br? + Àm=o, 
æB'r? +yBr? + z(1+ A'r?)+An =o, 
ml + y Im +zn =, 


équations linéaires et homogènes en x, y, 3 et À; l'élimination 
de ces quantités donne : 


1+ Ar? Br? B'r? l 

B'72? 1 + A'r? B 7? m 
B'7r2 Br? TA ere 7 } 

l m n 0 


équation du second degré en 7?, dont les racines sont les carrés 
des deux demi-axes de la section. 


187. Axes de la quadrique 
Ax?+ A'y2+ A+ 9Byz+ 2B'27 + 2B'xy +1=o. 
On a à chercher le maximum ou le minimum de æ?+ y? + :?, 
æ, y, 3 étant liés par l'équation précédente. Écrivons donc 
g+A(A x +B'y+B'z)=0o, 
(16) .4 JY+ÀA(B'r+A y +B z3)=o, 
z+ À(B'r+B y + A"z)—o. 
Joignons-y la relation 


Mi 2 22 —17E; 


et éliminons +, y, 3 et À entre ces cinq équations : nous obtien- 
drons l’équation aux carrés r? des demi-axes. À cet effet, multi- 
plions respectivement par æ, y, 3 les trois équations (16) et 
ajoutons; il vient, en tenant compte de l'équation de la quadrique, 


12} —0. 


CHAPITRE VIII. — MAXIMA ET MINIMA. 189 


Les équations (16) s’écrivent alors 


æ(1+ Ar?) + y B'r? + 3B'r? 210. 
æB'r? + y(i1+ A'r?) + zBr? fe, 
x B'r? + y Br? + 3(1+ Ar?) = 0; 


d'où, en éliminant x, y, 3, 


A7 B" 72 R'r2 
B'r2 FAST? B 72 = 0. 
B'r? B r2 1 Ar. 


C'est l'équation cherchée; elle est du troisième degré en 7*?, 
comme on devait s’y attendre. 


188. Méthode géométrique. — La Géométrie permet souvent 

de trouver directement les conditions des maxima et des minima. 

En effet, si l’on a à chercher par exemple le maximum ou le 

minimum d’une fonction f(x, 7, z) de trois variables indépen- 
dantes, on devra écrire 

A of of 

ARE nt = 


HER t à rs z 
of 


Or == dx est la valeur principale de l’accroissement de f quand, 
0x 


y et s restant fixes, on fait varier x; et l’on peut faire la même 


; 0 0 . s A: 
observation sur dy et DE si donc la Géométrie permet 


d'évaluer directement ces trois valeurs principales, on n’aura 
qu’à exprimer qu’elles sont nulles pour obtenir les conditions du 
maximum où du minimum. 

D'autres fois, on pourra évaluer géométriquement la différen- 
tielle totale df, pour des accroissements simultanés quelconques 
des variables indépendantes et l’on exprimera qu’elle est nulle, 
quels que soient ces accroissements. 

Voici des exemples. 


189. Problème I. — 7'riangle d'aire maximum ou minimum 
circonscrit à une courbe donnée. — Un triangle circonserit à 


une courbe dépend de trois variables indépendantes, à savoir les 
paramètres qui déterminent chacune des trois tangentes qui le 
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constituent, par exemple les angles de ces tangentes avec une 
droite fixe. 

Pour écrire que l’aire est maximum ou minimum, il faut donc 
exprimer que la valeur principale de son accroissement est nulle 
quand, deux quelconques des côtés du triangle restant fixes, le 
troisième varie infiniment peu. | 

Par exemple, ABC étant (jig. 56) un triangle circonserit à la 


Fig. 56. 


courbe, laissons fixes les côtés AB et AC, et faisons varier BC 
en B'C/; l'accroissement de l’aire du triangle est BHB' — CHC. 
Or 

BHB'— CHC'— . (HB.HB'"— HC.HC') sin dO. 


A la limite, quand B’C tend vers BC, le point H tend vers le 
point de contact T de la tangente BC; HB’et HC tendent vers 
TB et TC, de sorte que 


Valeur principale de (BHB'— CHC') = = di(TB3 — TŒ): 


et, pour qu'il puisse y avoir maximum, il faut que TB — TC, 
c’est-à-dire que T soit le milieu de BC. Ainsi : 


Pour le triangle d’aire maximum ou minimum cérconscr'il 
à une courbe, les points de contact sont au milieu des côtés. 


190. Problème II. — Parmi les triangles qui ont leurs som- 
mels respectivement situés sur trois droites données de l’es- 
pace, quelest celui dont le périmètre (ou l’aire) est maximum 
OÙ MINIMUM ? 


Soit ABC (Jig. 55) un de ces triangles; pour trouver les con- 
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ditions du maximum ou du minimum du périmètre, laissons les 
sommets À et B fixes, et faisons varier infiniment peu le som- 
met GC en C’ sur la droite (A) qu'il décrit. 

Il faut, pour qu'il y ait maximum ou minimum, que la diflé- 
rentielle du périmètre du triangle ABC soit nulle, c’est-à-dire que 


l’on ait, en négligeant les infiniment petits du second ordre par 
rapport à CU, 
CA + CB = C'A + C'B. 


En d’autres termes, les points C et C’ doivent être sur un même 
ellipsoïde de révolution ayant les points À et B pour foyers. Sous 
une autre forme, en passant à la limite, la droite (A) est tangente 
en C à l’ellipsoïde de révolution, de foyers À etB, qui passe par C, 
ou encore la droite (A) est perpendiculaire en C à la bissectrice CH 
de l'angle ACB, puisque celle-ci est la normale de l’ellipsoïde au 
point C. 

Le même raisonnement s'applique aux autres sommets A et B, 
de sorte que : | 


Le maximum ou le minimum du périmètre correspond au 
cas où les bissectrices du triangle sont respectivement nor- 
males aux droites décrites par les sommets. 


On verrait de même que : 


Le maximum ou le minimum de l’aire correspond au cas 
où les hauteurs du triangle sont respectivement normales 
aux droites décrites par les sommets. 
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191. Problème III. — Trouver sur une surface donnée un 
point M, dont la somme des carrés des distances à n points 
donnés À, A5,..., A», Soit Maximum où MINIMUM. 


Soient M (/ig. 58) le point cherché, et M’ un point infiniment 


Fig. 58. 


A; 


voisin quelconque situé sur la surface; 1l faut écrire que la diffé- 


2 

rentielle de la somme EA;M est nulle, quand on passe de M à M’. 

Or, si MM est l’infiniment petit principal, l’angle MA, M' est 
évidemment du premier ordre; si donc on mène MQ, normal 
à AM’, on aura A,M — A,Q,, au second ordre près (n° 14), de 
sorte que la différentielle de À, M, quand on passe de M à M, sera 

d(A1M) = QM". 
S1 0, est l’angle A, M m, on a, pour valeur principale de Q, M, 
Valeur principale Q,M'= MM'cos0;, 
d’où 
d(A1M) = MM'cos0.. 


5} 


La différentielle de la somme XA;M sera ainsi 


22A;M d(A;M) =2MM EA;M cosb;, 
et, comme elle est nulle pour le maximum ou le minimum, on a 
MA;cos01+ MA:cosÜ;+...— 0, 


ce qui exprime que les projections des vecteurs MA,, MA, ... 
sur une direction quelconque, M», du plan tangent à la surface 
en M, ont une somme nulle. 

On en conclut que la normale à la surface en M passe par le 
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centre des moyennes distances des points A,, À:, ..., À,. Pre- 
nons, en effet, comme origine des coordonnées le point M; pour 
plan des æy le plan tangent et pour axe des z la normale en ce 
point; soient æ;, vi, zi les coordonnées de A;. En projetant les 
vecteurs MA; sur les axes des x et des y, on a, par ce qui précède, 
2x;= 0 et y; 0; le centre des moyennes distances des A; ayant 


LA . ’ Ji I 
our coordonnées x et les quantités - 2x; et - X y; est donc 
P 4 q À i etes L 
bien sur l’axe des 3, ce qui établit la proposition. Ainsi : 


Les points M cherchés sont les pieds des normales qu'on 
peut mener à la surface par le point G, centre des moyennes 
distances des n points À; donnés. 


192. Nous terminerons ces applications par un exemple où le 
minimum peut correspondre aux valeurs qui rendent les dérivées 
partielles indéterminées. 


Proszème. — Trouver, dans le plan d’un triangle À, À, A3, 
un point M dont la somme des distances aux trois sommets soit 
minimum. 


Si æ, y sont les coordonnées de M, a;, b; celles de A;, il faut 
chercher le minimum de la fonction de deux variables indépen- 
dantes + et y, 


fa, y)= vVir—m}+(y— bi} 
+ Va — a+ (y — 8) + vx — as) + (y — bd}. 


Annulons les dérivées partielles ; 


Nr res Porn GREUe RAT 
x 0x O1 02 03 
(3) 
PER Cents EAU Er LR 
Or pi p2 p3 


en posant, pour abréger, 


pi=+ Ve &)+ (y — bi}. 


Les équations (3) donnent les coordonnées de M; on peut les 
interpréter géométriquement. 
En effet, portons sur le rayon MA;, à parur de M et en allant 
H. | 13 
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vers À;, une longueur MP; égale à l’unité : les projections de MP; 

sur les axes sont évidemment HT, HT; d’ailleurs, si ;, 8; 
pi b 

sont les coordonnées de P;, ces projections sont aussi 4; — x, 


Di — DES 


Les équations (3) peuvent donc s’écrire 
Li + + A3— 3 —O, Bi + Ba+ B3—37y = 0, 
c'est-à-dire que M (fig. 59) est le centre de gravité du triangle 
P,P:P3. Or le centre M d'un cercle ne peut être le“centre de 


Fig. 59. 


3 


gravité d’un triangle inscrit que si celui-ci est équilatéral; car 
les médianes doivent passer par le centre et sont, dès lors, per- 
pendiculaires aux côtés opposés. Donc P,P,P;, est équilatéral, 
c’est-à-dire que les trois angles (en M) sous lesquels on voit de M 
les trois côtés du triangle primitif, À, A, A;, sont égaux à 120°. 

D’après cela, le point M est à l'intersection de deux arcs, Ca- 
pables chacun d’un angle de 120°, décrits sur A, A, et A, A,,et 
lon voit sans difficulté qu'il n’est réel que si le triangle A, A,A, 
n’a pas d'angle supérieur à 120°. 

Si le point M est réel, il correspond à un minimum; car on a, 


of 


, 4 « ? ) 
d’après les expressions (5) de + et 11e 
0x OV 


CE Ce DR Che. TU 


nd 3 n3 3 
0x pi (8 03 
EN (x — a1)? 

EC D3 SOLE 
2, il 


®f. __(æ—ai)(y — bi) 
0x0 pi 


EU ETES 


CHAPITRE VIII, — MAXIMA ET MINIMA. 199 


et l'expression 


est de la forme 
QU pu +) (A+ + V2) (A2 + 2 V2), 


c’est-à-dire 
Frs (Au — y A Re (Av! — À°U }? — ( UV" — m'y )? ; 


of 


elle est donc toujours négative, et, comme Ce est positif, il y a 
bien minimam (n° 183). 

S1 le point M, déterminé comme ci-dessus, n’est pas réel, c’est- 
à-dire si le triangle À, À, À, a un angle supérieur à 120°, il semble 
qu'il n’y ait jamais de minimum. 

Cette conclusion serait fausse; on n’a pas trouvé de minimum 


DR U 


(réel) en annulant LL PL mais 1l faut voir si le minimum ne 
correspondrait pas aux valeurs qui rendent . et a indétermi- 
nées. Or, d’après (3), ces deux dérivées deviennent indéterminées 
pour æ = @;, y = bi, c’est-à-dire pour les sommets du triangle 
proposé; 1l est donc possible qu’un de ces sommets donne un 
minimum. | 

On peut, en effet, montrer géométriquement que si l’angle A,, 
par exemple, est supérieur à 120°, le sommet A, correspond bien 
à un minimum. 


Soit N (jig. Go) un point du plan, intérieur au triangle (on 


A 


1 
Q 
\ y 
\ / a 
\, 1 D A à 
N es: 


7 


À; À, 


verra que la démonstration s'applique à toutes les positions 


possibles de N); je dis que 
NA, + NA» + NA3 > A1 A: + AiA:3. 


Pour le voir, abaissons de N des perpendiculaires, NQ et NR, 
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, 1 * 
sur les côtés de l’angle A, ; on a 


NA > A2R, NA:> A3Q, 


et si j’établis que NA, > A/R + A,0Q, la proposition sera évidem- 
ment démontrée. Or 


A,R = NA;cosa, A1Q = NA:cosf (a T0) 


d’où 


COS 


NAN Pope Ne 


a + 8 


Puisque x + f$ est compris entre 120° et 180°, cos : 


est 


. I e d PRE \ il 
compris entre cos 60° — = et cosgo®— 0; il est donc inférieur à * 


qœ — Mois À , : 
el, comme cos ten e 1, on a bien 


< 


A,R + A;Q < NA:. C. Q. F. D. 


| DEUXIÈME PARTIE. 
PRINCIPES DU CALCUL INTÉGRAL. 


© — 


CHAPITRE [ 


INTÉGRALES INDÉFINIES. 


I. — PROCÉDÉS D'INTÉGRATION. 


193. La première question que traite le Calcul intégral est la 


suivante : 


Trouver les fonctions qui ont pour dérivée une fonc- 


tion donnée f(x). 


Nous établirons dans le Chapitre suivant que, si f(x) est con- 
Hinneétentreroretr"1}1lfexisteluné fonctionte(r) ayant 
pour dérivée f(x), pour toutes les valeurs de x comprises dans cet 
intervalle; mais il n’y a aucune méthode générale pour trouver 
la fonction F(x). De plus, si f(x) est une combinaison de fonc- 
tions élémentaires (polynomes entiers, fonctions algébriques, 
fonctions circulaires et exponentielles, logarithmes, arc sin, etc.). 
F(x) ne sera une fonction de même forme que dans des cas très 
particuliers, de sorte que le Calcul intégral conduit, dès le début, 
à des fonctions nouvelles. 

Il ÿ a une infinité de fonctions F(x) ayant pour dérivée f(x), 
car 1l est clair que F(x) + CG (GC désignant une constante arbi- 
traire) à la même dérivée que F(x). Réciproquement, si D(x) 
et F(x) ont même dérivée, P(x)— F(x), ayant une dérivée nulle, 
sera une constante (n° 19). 

Les fonctions en nombre infini qui ont pour dérivée f(x) se 
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nomment fonctions primitives de f(x). On peut dire aussi 
qu’elles ont pour différentielle f(x) dx ; on les appelle intégrales 
ou intégrales indéfinies de la différentielle f(x) dx, et on les 
représente par la notation 


MOTS 


dont l'origine sera expliquée quand on traitera des intégrales 
définies. 


On se sert également, pour désigner une intégrale f(x) de; 


de l'expression de quadrature; une expression est dite dépendre 
de x, 2, quadratures quandeléfrentermentte ""21mnes 
d'intégration. 


194. Les résultats obtenus dans la théorie des dérivées donnent 
immédiatement les intégrales de plusieurs différentielles simples; 
le Tableau suivant indique les principales de ces formules : 


l 
ft — a) dr = ———— (2 — anti 
Ce) ES 
) formules équivalentes, 
a dx I I 
(æ — a jt m—i1 (r—a)""! 
dx 
—— = log+(xr — a), 
T— a 
dx I à “A 
—— — —arctang- ; 
a+ x? a el 
f dx ue 
—— —— — arc sin —» 
2) qe x? a 
[= — log(r+yh+La), 
Vh + x? 
1 
femx dx = — eMX, 
%4 m 
. I 
Sinmxdr —=——cosmx, 
; m 
AE 
cosm x dx = —sinmx, 
: m 
1 
tang mn x dx =-— — log cosm x, 
m 


ee Ge 
APE Riot 
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195. On peut indiquer trois procédés à l'aide desquels on 
arrive quelquefois à intégrer une différentielle donnée. 
1° Décomposition en éléments simples. — Si l’on a 
J(æ)=v(x)+d(x) +...+ Aude 


il est clair que 


f(x) de = f eGx) dr + f'éta)dr +... f x Cx) dr, 


car la dérivée d’une somme est la somme des dérivées des termes. 
Si l’on peut effectuer la décomposition de f(x) en somme, de 


manière que les intégrales fe(æ) dx, f y(x)dx, PSOIent 


e 


connues, on saura donc intégrer f (+) dr". 


I E Ir, 6 
Exemple : feostæde= fi(1-+c0s2x) dr = AE ro Lt CE PS 
x 2, 3) 4 


2° Intégration par parties. — On a, w et étant fonctions de x, 


(uv), = uv'+ vu, 


d’où l’on déduit, en intégrant les deux membres, 


u® = fu dx + fout dr 
fus ar = 9 — fo dx. 


fu do = uv — fe du. 


Si donc on a à intégrer f(x) dx, on essaiera de mettre f(x) 
sous la forme d’un produit de deux facteurs w et v', dont le second 
soit la dérivée d’une fonction connue, et l’on ramènera ainsi le 


calcul de { f(x)de à celui de fou'dr, qui pourra être plus 


simple. 


ou 


LEA 


On écrit aussi 
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Exemple. — Soit à calculer fare tang x dx; on écrira 


dx 


arc tangæx dx = % arc tangx — " 
"y ne — J — = 
(g dv 2 


du 


I 
= æ arc tangæ — -log(r1 +x?). 
2 


Généralisation. — Si u% et »% sont les dérivées d'ordre Æ 
de w et # par rapport à x, on a, en intégrant par parties, 


fus dx — uvli—1) — fus ar, 
furon-0 ar = u'plr—2) — furon- ar, ee 


d’où, finalement, 


e 


fu dx — uvli—1) 2 u' vtr—2) se u" vlr—3) EN 


+(— 1) utr D p + (— pr fut eo dr. 
C’est la formule d'intégration par parties généralisée. 


3° Changement de variable. — C'est le plus important des 


procédés d'intégration. Soit à calculer et) dx; posons 
HEHCT EE d’où dr ot) «dr, 


Comme on a, par définition, 


= f(x) dr, 
on en déduit 


di = f[?(t)]e'(4) di, 


c’est-à-dire que la dérivée de I, par rapport à #, est f[o(4)]2'(4). 
Donc 


1= ffie(os"(0 dr. 


En d’autres termes, dans l'intégrale proposée, on remplace x 
et dx par leurs valeurs en fonction de t et de dé, et l’on est ra- 
mené à calculer une intégrale en t, qui peut être plus simple que 
l’ancienne. Si on peut la calculer, soit [= F(£) son expression, 
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on obtiendra Î, en fonction de x, en remplaçant £ par sa valeur, 
ÜrÉS dé (2) 


Exemple. — Dans / are sinx dx, posons 


arCSInT = ou DSi L ATE=AICOS 040 


fecose ar; 


intégrons par parties, en regardant cos é comme la dérivée de sin£: 


l'intégrale devient 


Jrcosedi=tsinr— fsintdt= tsine+ cost. 


L'intégrale proposée s'obtient en remplaçant, dans cette expres- 


sion, { par arcsinæ; siné par æ; cosé par Wi—x?. Donc 


/ arc sinæ dæ = x arc sinæ + ÿ1— æ?. 
e 


196. On va maintenant appliquer les procédés précédents aux 
types de fonctions que l’on sait intégrer; ces types, en petit 
nombre, sont les suivants : 


FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 


; P 
1° Fonctions rationnelles (), MA (Pet Q polynomes en x). 


Q(x) 


4 ; mlax—b 
29 Fonctions rationnelles de x et de 


cx+d 
3° Fonctions rationnelles de x et de Va LE ODL TO 


(‘) On nomme fonction rationnelle de x le quotient de deux polynomes en- 
tiers en æ; de même une fonction ou expression rationnelle en x, y, 3, ... est 
le quotient de deux polynomes entiers en æ, y, 3, .... 

On concoit ainsi ce qu’on entend par fonction rationnelle de x et de Væ:; par 


z + Vx 
F2 Væ EL 
port à la variable x, puisque x y figure sous un radical. 
siNnZT + COST 

SIN T + 2 


exemple est rationnel en æ et ÿx, mais n’est pas rationnel par rap- 


De même l’expression est rationnelle en sinæ et cosæ, mais n’est 


3 


pas fonction rationnelle de la variable x; de même, enfin, est rationnel 


œ 

te) 
æ + log'x 
en æ'et logæ, etc. 
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° Fonctions rationnelles de x et de y, lorsque y est lié à x 
par une équation 9(x, y) =0 représentant une courbe uni- 
cursale. 


FonNcTIONS TRANSCENDANTES. 


° J'onctions rationnelles de sinx et cosx. 
29 Fonctions r'ationnelles de ex, 
3° Polynomes entiens ten recto ter ETES 
sinszxr, cosôx, 
4° Fonctions f(x 


entier. 


ogx); f(x, arcsinx), où f estun polynome 


II. — FONCTIONS ALGÉBRIQUES QUE L'ON SAIT INTÉGRER. 


fonctions rationnelles de x. 


197. Pour trouver RTE où P et Q sont des polynomes 


Qt) 


en æ, on effectue ce qu'on nomme la décomposition en éléments 
P(æ) 


simples de la fraction rationnelle DEN 


P(x 
QE) 


du numérateur est au moins égal à celui du dénominateur, on 


198. Décomposition de 


en éléments simples. — Si le degré 


commencera par faire la division de P(x) par Q(x), suivant les 
puissances décroissantes de x; on arrivera ainsi à un quotient 
P,(æ) et à un reste R(x), tels qu'on ait identiquement 


P(æ)= Pi(x)Q(x) + R(x), 
R(x) étant de degré inférieur à Q(x). Donc 


P(x) RE 
AND a 
GTES EE EUR Q(x) 


four= friar+ [oz 


P,(x) étant un polynome, f P, (x) dx s'obtient de suite, et l’on 


CL 


CHAPITRE I. — INTÉGRALES INDÉFINIES. 203 


e = PIE ® ’ . . R « , 
est ramené à intégrer une fraction rationnelle ü (AMOULlendesTe 


du numérateur est inférieur à celui du dénominateur. 
On s’appuiera pour cela sur le lemme suivant. 
[I LC : à N(x) : 
ŒEMME. — Üne fraction rationnelle de x, D HAE de- 
“A 
vcent infinie pour aucune valeur, finie ou infinie, réelle ou 
imaginaire de x, est une constante. 


Décomposons, en effet, le dénominateur en facteurs (x — a)? 
(æ — b)}P,...; si la fraction ne devient pas infinie pour æ— a, 
c'est que le numérateur N(x) contient (x — a )* en facteur, etc.; 
N (x) est donc divisible par le dénominateur D(x), de sorte que 


N(x) 
so — M(: 
Deus 
; ; ANRT NERO 
M(x) étant un polynome entier en æ. Mais comme =, c’est- 
Dr) 


à-dire le polynome M(x), ne devient pas infini pour æ =, par 
hypothèse, ce polynome se réduit à une constante. 


GG Q. 1 LD 


Soient maintenant &; b, ..., [les racines du polynome Q(x); 
2, 8, ..., À leurs ordres de multiplicité. On peut supposer qu’au- 
cune d'elles n’annule R(x); car siQ et R avaient un facteur commun 
(x — a)P, on le supprimerait au numérateur et au dénominateur. 

Cela posé, considérons la racine @, et faisons pour un instant 


x —= a+ h dans la fonction Ge Elle devient Dee 


dénominateur contient % en facteur, puisque & est racine d'ordre 


ide) 


Développons 


» et son 


R(a+h) aa 
Q(a+ A) P 
croissantes de À, en ne conservant que la partie infinie du déve- 


la division suivant les puissances 


loppement (n° 173), c’est-à-dire en calculant jusqu’au terme 


Ia . . 
en — inclus; il vient 


0 
R(a+h) . As . À 41 A,l+ expression (1) restant 
OS PE Le TEL Se PAR finie pour À — 0; 


(') Cette expression est une fraction rationnelle en A, puisque c'est la diffé- 


R(a+h , A A 
L et de l'expression rationnelle Hu —+ +: 


rence de la fraction Q(a+h) 7 à 
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ou, en revenant de A à x, 


R(Z) A7 | AE PURE A, |—+ fonction rationnelle 
O(z) -(æ— a) (x a}! ñ T— «a finie pour æ= 4. 


(1) 


Opérons de même pour les autres racines b, c, ... de Q(x), 
et considérons la somme de toutes les parties infinies trouvées, à 
savoir la fonction de x : 


A4 A 4-1 A; 
Un (T—a)* (æ — a) 1 æT—a 
Bÿ mur 
es ; PER ON AS En D 7: 
En Pole te GT Te lie eee does she oicielele <cie Tee 
L;, L; 
TRE 1 OR ET LE PU ea 


Je dis que F(x) est identique à la fraction rationnelle pro- 

RTS pe R(æ) 
GE En effet, la différence F(x) — IS 
infinie d’après (1) et (2) pour æ = a, puisque les parties infinies 
se. détruisent; de même pour 7=%, °°" nEllennesderienr 


ne devient pas 


posée, 


pas non plus infinie pour x —, car F(w) est évidemment nul, 
R : : ’ re : ; 

et QG (2) est nul aussi, puisque le degré de R est inférieur à celui 
Des RU 

de Q. Donc, en vertu du lemme, la différence F(x) — Gi 


devenant infinie pour aucune valeur de #, et étant évidemment une 


ne 


fraction rationnelle en x, est une constante; cette constante est 


: LA: R 
nulle, puisque, pour la valeur particulière x =, F et = sont nuls. 


Q 
Il en résulte donc bien que de) est identique à F(x), c’est- 


à-dire est donné par le second membre de (2); on a ainsi décom- 


RE : é 
OSÉ —— MESSE 
DO PE mi fractions simples, de la forme PRET 


Voici donc le résultat. 


199. Résumé. — Soient a, b, … les racines du polynome Q(x); 


L LA LL ’ € LL R 
4, 5,... leurs ordres de multiplicité; la fraction rationnelle Lr 
| FE Q(æ) 


où le numérateur a son degré inférieur au degré du dénomina- 
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teur, peut se mettre sous la forme 


R(æ) _ he ASE au: 
Q(æ) (æ—a)t (x—a)#t  x—a 


Pour calculer les À, on pose x = a + h et l’on effectue le déve- 


R(a +} . ; ; 
loppement de INT ES) suivant les puissances croissantes de h, 
Q(a+h) 


en se bornant à la partie infinie. À cet elfet, on développeR(a-+ A) 
et Q(a—+ h) en ordonnant ces polynomes suivant les puissances 
croissantes de A, 


R(a+h)—=)9+l1h+ah+... (1020, car R(a)2o), 
Q(a+h)= ht(uo+muh +...): 
ce qui donne 


ROGERS) EX 0 UN AAA St Pen 


OA AO Mo—+ 1h + pah?+... 


? 


on effectue ensuite la division de A+, +... par uo+u h +... 
suivant les puissances croissantes de À, en s’arrêtant dans Île 
quotient au terme en 2%-!, d’où 


RO OI RRE RER QEENT di lRELE. 
Q(a+h) Rx 
L% Lo d; 


= —— & +... — —+,,, 
h% ha ey; 4 


Éd Zara sontiles coethicients Cherchés AS AM ERA 
C’est le calcul déjà rencontré au n° 173. 


On calcule de même Bg, B3_,, .... 


200. Remarques. — 1° Si & est racine simple (4 = 1), iln’ya 


qu'un seul coefficient A,(—= AÀ,); sa valeur doit étre retenue. 


On a 
R(a+h)=R(a)+AR'(a)+..., 


Qua+ he) = Rf @'Ca)+ 2 QCa+.. |, 
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9 \ 
CADRE 0:00 


R(a+h) x Ra) +... 
Q (a RO YET 

Le premier terme de la division de R(a) +... par Q'(a) +... 
R(a) 
Q'(a) 


+. Donc 


est évidemment 


2° Il est inutile de calculer, dans R(a + h) et dans Q(a + A), 
les coefficients de toutes les puissances de A. En effet, dans 


l'expression ci-dessus 


I Es 
Fer ? 


RAT po+ um h +... 


« 


le quotient des deux polynomes entre crochets ne doit être poussé 
que jusqu’au terme en #1; donc (n° 173), 1l suffit que ces deux 
polynomes soient développés jusqu'aux termes en #1 inclus; 
c'est-à-dire que, pour une racine a, d'ordre «, il suffira de 
prendre les à premiers termes dans R(a + h)et dans Q(a+ A). 


Par exemple, pour une racine double (4 = 2), il suffira de 


prendre 
R(a)+ hR'(a@) 
Q"( Or ta 
DE de M TPS" 2 | 
2 6 
201. Intégration. — La décomposition une fois elfectute, 


l'intégration est immédiate, Si 


R(x ) 7 A; B3 | B: 


O(7) Ü (æ=— a)? NE LE (æ— bd} es æ — b 


On aura 


KE?) PE I A 4 AN 

; CAMES PTE (x —a)i A2" Tee + Ailog(æ — a) 
33 B: : 

ETF (x —b1 (ag + Bilog(x — 0) 


CHAPITRE I. — INTÉGRALES INDÉFINIES. 207 
ne Lu d , . 
L'intégrale se compose donc d’une partie transcendante, 


Ailog(x—a)+Bilog(x—b)+..., 
et d’une partie rationnelle, 


I A À» LÉ B3 


a nes À es ms mm | 


RG 0 D et (x — b)B—1 


qui se présente sous forme d’une somme de fractions simples. 


202. Cas des racines imaginaires. — La méthode des n° 199 
à 201 ne suppose nullement les racines réelles; toutefois, dans le 
cas des racines imaginaires, au moment de faire l'intégration il 
est utile de prendre une précaution, afin de ne pas trouver: des 
logarithmes portant sur des quantités imaginaires. 

Soient a—œ À—+ui une racine imaginaire, et b= À — ut la 
racine conjuguée; elles sont de même ordre, c’est-à-dire que 
Ce CU Noel SontirTeSpeCtLYEMenMCOLIUSUCSI de 
BABA SR r)enO (æ)ont leurs coëtficients réels. 

On aura, comme plus haut, 

RETIEe A, A 15 B; 


D 2 NON tes pie 0 


La précaution à prendre est de réunir les deux derniers termes, 


A; B; 9e , , . 
et —; avant d'intégrer; on écrira donc 
Æ— 4 x — D 


A: 2. RES CN Rata DER GENE rT+S 
D D Dr ENT D. (re À) 


r et s étant réels, et l’on intégrera comme il suit : 


PPS S dre [RENE dr 
Re = de. 
r 2(æ— À) | dx 
_ veus de (SR Eee 


Au second membre, la première intégrale est évidemment 


= log[(æ — À) + pe], 


puisque le numérateur est la dérivée du dénominateur; pour cal- 
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culer la seconde, posons-y 


SA 
=— £s 
b. 
d’où 
Art 
Elle devient 
u. dt S+rÀ 
(s+rÀ) = — = - arc tangé. 
u?(1-+ 6?) pe 
Donc, enfin, 
l'T HS r SATA vb St 
dress 2Jor|(— When) re an E 
J (x—}X} + p? 2 gl OEE mi AETT 
S ÂÀ% B, 


Quant aux termes » on les intégrera directe- 


(æ—a)2" (æ—0) 
ment; la somme des deux intégrales correspondantes sera évidem- 
ment réelle. 


203. Remarque. — Dans le cas des racines imaginaires conju- 
guées, À-+ ui, À — ut, d'ordre x, on peut aussi mettre les termes 


qui correspondent à ces deux racines, dans la décomposition 


RE : : 

de NES en fractions simples, sous la forme 
PT 2 47 

[Cæ — 1)2+ p?]x 


P1€ + g1: 
(æ— À) + p? 


os 


Supposons, en effet, que Q (x) contienne le facteur (x — 1)?+ u 
à la puissance &, de sorte que 


Q(z)= Qi(z)[(x — 1} + pe], 
et considérons la différence (où p, et g4, sont des constantes) 


R(æ) Par + a 
NT. QG) re 
qui s'écrit 
R(æ)— Qi(x) (pat + qu). 
ENCSNCRRSEATRE 


On peut déterminer p4 et g4 de manière que le numérateur 
contienne en facteur (æ—À)?+p?, c'est-à-dire s’annule pour 
æ—=}+uteltx—=À— mi, etles valeurs obtenues pour p, et g 
sont réelles, comme on le reconnaît de suite en les explicitant. 
Elles sont, de plus, jéntes. Alors, la différence considérée de- 
vient une fraction rationnelle où (x — À)?+ u? ne figure plus au 
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dénominateur qu’à la puissance à — 1, de sorte que 


C2 Par + Yu # REÉTS 
Q(z)  [(æ—2)+ pe 7 Qi(æ)[(æe + pe? 


le numérateur R, (x) de la dernière fraction ayant son degré infé- 
rieur au degré du dénominateur (!). 

En appliquant le même procédé au second terme du second 
membre, et ainsi de suite, on arrive à la formule voulue. 


204. Si l’on a opéré la décomposition par ce procédé, on aura 
à intégrer des expressions de la forme 


PT +q 
he À) + p?]#% de 


ce qu'on fera directement. 


; : T — Pr 
On posera d’abord, pour simplifier, IE l; l'intégrale de- 


viendra 


PRET pate [RE + PEL [— 
m2 (r + 42)% Ë pra? ) (+) pat GE 


t dt ne 
Au second membre, l'intégrale Tr TT est évidemment (aZ1) 


ue : ; il reste donc à calculer l’intégrale 
2(a—1) (1+ 2) 3 


es dt 
«= | LR E)a 
On l’écrira 


12 1 + LR, ef t2 dt t2 dt 
Ar PA PESTE _. Jan TTIT Æ (1 + (1 42)20 


Appliquons à la dernière intégrale le procédé d'intégration par 


égale à —- 


parties : 
t dt Fa L Ï Lo LA I dt 
Prrapie 2(æ—1) (1 + £2)2—1 2(a— 1) (1+ 62) 1 
es a —_—_—_ I — 
u do v 


— I l T 
Du — 2 (LEE 24e 2 


Î 


(') Car pour æ = «, le premier membre s’annule, ainsi que la première frac- 
tion du second membre : il en est donc de même de la deuxième fraction. 
OR TENDS 
H° 14 
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D'où 
I (A I 
PRES PER me Los. our 
D AT En ON TT NS 2 
J t NOTES 
= met) 


24— 2 (1 E2)4 1 94 —02 


formule de récurrence qui permet de ramener, par échelons 
successifs, le calcul de T,, à celui de [,; orona 


Lx cé — arctangs ts 
— nt UE . 
1 I 12 el 


La question est donc résolue. 


Exemples d'intégration de fonctions rationnelles. 
205. 1° Soit d’abord l'intégrale 


[ dx 

2 
ee 
AE: I 


qui se rencontre fréquemment. On a 


I I I 


PCT EP ET OT, 


d’où 


Lil 


2? — I ) » ZT +I 


f dx = = log(æ—1)— = log(æ +1)= = log 


2° Soit en second lieu l’intégrale 


6 
(æ?—1} 


Le numérateur est de même degré que le dénominateur; le 
quotient est 1; on écrira donc 


a (at—1)+ 3vt— 3x2+ 1, 


324 35x27 
1= fac+ [ ai 1 dx. 
3æ+—322+ 1 


CNE 


du dénominateur sont + 1 et — 1 ; elles sont triples. Écrivons : 


d'où 


Il faut décomposer en fractions simples ; les racines 


3xi— 3x1 À; À: A 
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Pour calculer les À, posons x —1+h; le premier membre 
devient 


3h) 30H) +r 1+6h+15h2+... 
h3(2 + h) Ty REC ID EERO LEE NS 


car la racine étant triple, on n’a besoin que des #rois premiers 
termes en # au numérateur et au dénominateur (n° 200, 2°). Fai- 
sons la division, suivant les puissances croissantes de L : 


DÉCOR rS RAM SEPT A GA: 


12 6 I 9 30 
h—°hR2| == h+ —h? 
a) ) 16 32 


Fi 
9 


+= hk= 97 js 


Donc 


9 15 
A3= — A = —: 
/ EU “TO 
On calculerait de même les coefficients qui correspondent à la 
racine — 1. 11 est plus simple de les obtenir directement; on a 


32t—322+1 1 1 9 il ie À 
(æ?— 1)à 8 (æ—1) 16 (tn)? 16 T—I 
B; | B; B: 


a + > + 
CE ETDON Er ET SOLE T 


Changeons x en — x, le premier membre ne change pas; pour 
que le second membre reste aussi le même, il faut évidemment que 


I 9 19 
= — — B, — — = — 
gs 8” PT EP: 16 
Donc enfin, 
I I 9 I 
Ve 7 RUE ARE l = 
16 (%—1)  16(æ—1) 16 CES 
ù 
"ER : — log(æ +1) 


206. Cas particuliers. — Dans certains cas, l'application de la 
méthode générale peut être notablement simplifiée. 
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Exemple I. — Soit à calculer HAE dx, f(x) étant une frac- 
tion rationnelle en +, tmpaire, c’est-à-dire changeant de signe 
avec æ. Alors = f(æ) sera une fonction paire et dépendra, par 
suite, rationnellement de x?, de sorte-que 
J(x) = æœ(x?), 
o(æ) étant rationnel. Pour intégrer, on posera 


Ti—rl, 


[rca de = [ e(at)x de = : fetode 


ce qui simplifiera les calculs ultérieurs, car la fraction rationnelle 


d’où 


o(t), à décomposer en éléments simples, a ses deux termes res- 
pectivement de degré moindre que les termes de f(x). 


: RE. HA 
Calculons ainsi l’intégrale J oh 


MES 


1 I T'AT =: f dt 
EE SOC NOTE 


La décomposition en éléments simples donne : 


on à, en posant 


I ri I I 
té Ci) 00 O0 (IE MT CT 
d’où 
I I [ I I æ? I I 
J= -logé+ - ——— — -]log(t +1) = - log + — . 
sn 2 +1 2 8( nt CR 2 &?+1 
, a ® A dx 
Exemple II. — Plus généralement, soit à calculer / Te (æ”), 


o étant une fonction rationnelle de x”! (il n’est pas même néces- 
saire que 7 Soit entier). On écrit l'intégrale 


m—1 dx 
En p(x”) : 


VAL 


I . 
stlion pose TT PR ra Te — dé, elle devient 


ET dt 
m é : 


et l’on est ramené à intégrer une fraction rationnelle en £. 
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Ainsi : 
dx Sox 1 dt nr: sv b 
ls - m CE ( a + bt 
Exemple III. — Supposons qu'il n’y ait au dénominateur de Îa 


fraction rationnelle à intégrer qu’un seul facteur : 


I = [ES P(x) dx 
(æ: a)? 
P(x) étant un polynome entier de degré X. La décomposition en 


éléments simples sera immédiate si l’on pose x — a —=t, dx = di; 


on à ainsi 


L = P(t+a)dt d A+ At... AU 
E LUTTE G pm 
= Ào IE A fe +, + Ar form de, 
PTE mi 


et les quadratures s'effectuent de suite. 


207. Une méthode de réduction analogue à celle du n° 204 
permet de simplifier le calcul des intégrales 


x* dx 
EEE 


Si k est impair, la fonction à intégrer est impaire; on posera 
t = x?, ce qui permettra le calcul presque immédiat de l'intégrale, 
ramenée ainsi au cas du troisième exemple ci-dessus. 

Si k est pair, on opérera ainsi. Soit, par exemple, l'intégrale 
déjà obtenue 


on écrira 


dv tu a 
x dr LE I [ 5 z* dx 
= — — é Et 
(æ? — 1}3 4 (æ?2— 1}? AJ (æ—:)?? 
de même 
do u 
Pr AU LE m3 VE 
(at) no (721) © 2/22 
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En remontant la série des calculs, on trouve 


I æÿ 5 1 2 3 3 m1 
= — > + | - — + x + log . 
4 (æ2—1)? Â > d?— 1 2 { T+I 
908. Autre méthode. — On peut encore simplifier le calcul des 
intégrales du type 
Here 
(æ2— ste 
par le changement de variable 
ZB LI dz Z 
T—— ; dX = — 2 ——, Dr LATE EN ES 
3—1I CR) (3—1} 


Cette méthode est très rapide lorsque le degré du polynome 
P(x) ne dépasse pas.272 — 2, car l'intégrale proposée devient. 


I I dz 
—  ——— D NES “84 2n—2 : 
= (£ =) Ce 1)£ zu 


En vertu de l'hypothèse faite sur le degré de P(x), Pexpression 


3 +1) ARE. 
P(E—)(< — 1)2*7? est un polynome entier en 3, et l'intégrale 


LA 


précédente se calcule immédiatement (n°206, troisième exemple). 


à À m/AT —+— b 
2° Fonctions r'ationnelles de x et de VE 
CT 
209. Les intégrales du Lype 
a LA p" 


ax + b\1 ax + b\4 ax +b\9" 
(1) flæ >» (— |) » +.) ( —— dx, 
cx + d CT + d Cx + d 
à Far d Lil US auf re 
OU D, q,..., p ,; q Sont des enters, positiis ou négalis, el ou 
f est une fonction rationnelle, se ramènent aux intégrales de 


différentielles rationnelles d’une variable et sont, dès lors, calcu- 
lables par les fonctions élémentaires. 
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Soit, en effet, » le plus petit commun multiple (en valeur 


absolue) des dénominateurs 4, g', ..., g'; on posera 
ax +0 
TE Ag = AU 
Cx + d È 
d’où 
dtm — b ad — bc 
= : LTÉE m—1 dt 
da —cim Ca CL) 


et l'intégrale (1) prend la forme 


dre h Le Gi dr -1 
c " 
miad—be) [ #(£ CNRS TE L 1 , CHOCO L #1 (arc 


D mp" : 
où tout est rationnel, puisque m , nn …….) . sont entiers. 
q 


210. Exemples. -— 1° Dans ce type rentrent les intégrales 


très fréquentes 1e Vax+b)dzx, [le 27 ee 


qu'on ramène aux intégrales de fonctions rationnelles en posant 
respectivement 
ax + b 


ag 0 ="1?, —— = (2, 
Cx + d 
Ainsi, dans 
T+I 
= f{ F des 
/ æ—1 
on posera 
T+I É2+ 1 — 4 t dt 
—— = {?, ou PE ’ HS, 
æ—I L— I (42— 1}? 


re RC ’ 2 dt 
far Je 


intégrale qu’on traitera comme au n° 9207 ou au n° 208. 
Et 


. TE 
Gt Soit [ 2; da; on à à intégrer une fonction rationnelle 
x — x 


1 
de x et de x°; on posera donc 
DT CRM LS 


et l’on sera ramené à calculer 


A 13 LU . tar DT 
pudt=6 fe = A fre tif. 
A t2— 1] HI 
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3À dx 
T+VX +1 
On pose x +1 £t?, et l'intégrale devient 


t dt 
2 =”, 
TT 


ce qui se calcule sans difficulté par la décomposition en fractions 
simples. 


3° Soit encore 


211. Différentielle binome. — C'est la différentielle 
æm(a + 6x1)? dr PP 00 


où M, A, p sont des nombres fractionnaires, positifs ou néga- 
tifs. En général, on ne sait pas l’intégrer, mais on peut la ramener 
au type précédent, et par suite l'intégrer, dans trois cas particu- 
liers. Posons 


1 1 


L We 
xt = f, PEN EDS AP UPS 
n 


l'intégrale de la différentielle binome devient 


" HEURES" 
RE n (a+ bt}pdt. 


nm 


Elle est du type (1) : 


1° St p est entier, car on a sous le signe f le produit d’une 


fonction rationnelle, (a + bt)?, par une puissance fractionnaire 


AN 1 re 


Ta LA » ° Là 
de £; s1 Er r et s étant entiers, on intègrera en posant 


1 


Ste bte 
LEE 


- ITU . . . 
DENT , — est entier, car on à le produit d’une fonction ra- 


mm +1 


. —— — 1 A À À ; 
tionnelle, £ “  , par une puissance fractionnaire de 4 + bt; on in- 
L 
’ - r E Ls 
tégrera, Si p — 1° et s élant entiers, en posant (a + btÿ = 2; 


M +I . , . SNS 
02 D D «estuernlier,CarrOon peut écrire la quantité B 
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m +1 


HAE brel Ge O1 
intégrer — n 


p ; ei. à 
) > ce qui est le produit d'une fonction 


UE 


A . . . « . 7 
rationnelle par une puissance fractionnaire de A EU = 


on intécerera en posant pad FA 
n intéerer S — 3. 
8 P n 


3° Fonctions rationnelles de x et de Vax?+ 20% +0. 


212. Soit à calculer l'intégrale 
(22 [fr de, 


où f est une fonction rationnelle de +, y, et où y représente le 


radical 


y =Vaz'+2bx+ce. 


Je dis qu’on peut la ramener à l’intégrale d’une fonction ration- 
nelle par un changement de variable; 1l suffirait, pour cela, qu’on 
pût exprimer x et y en fonction rationnelle d’un paramètre £, 


æ—og(t), y —=vŸ(t); 
on aurait alors dx = ?'dt,%'(t) étant aussi rationnel, et il est 
clair que l'intégrale (2) se ramènerait à la forme / F(1) dt, F étant 
rationnel en é. 


Tout revient donc à exprimer rationnellement x et y, si c’est 
possible, en fonction d’un paramètre £. Or la courbe 


y=Var +2bx+c 


représentant une conique, l'expression est possible, car il suffit, 
comme on sait, de couper la conique par une sécante mobile, de 
coefficient angulaire #, passant par un point fixe pris sur la 
courbe, pour obtenir x et y en fonction rationnelle de £. 


213. On saura donc intégrer les expressions du type (2); dans 

QC 
chaque cas particulier, on choisira le point fixe de manière à 
simplifier les expressions de +, y en fonction de £. Par exemple : 


1° Si le polynome ax? + 2bx+c—o a ses racines réelles, 
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« et 8, on pourra prendre pour point fixe le point y = 0, x — 4, 
situé sur O x. On posera donc 


J = t(x—a); 


et cette sécante mobile coupera la courbe y?=a(x— 0) (x — 5) 
aux points dont les + vérifient l'équation 


(ma) =a{r are 0) 


En supprimant le facteur (æ — 4), qui correspond au point fixe, 


on lrouve 


x — $ Lt? 
| Ha OR 
d’où l’on conclut : 
B — “et 
a 5 — à 
L = ——— ;) Pr = 0)="t — ; 
CNE RU 
«a «a 


expressions cherchées de x et y en fonction de #. 
Ilest clair qu’on peut remplacer, sans changer la forme ration- 


t x x ? 4 4 / 2 
nelle, ——— par h, c’est-à-dire que l'intégrale proposée (2) devient 
La 


celle d’une fonction rationnelle de 8 par la substitution 


où x el $'désignent les racines du trinome sous le radical (!), 
ax?+2bx+ce. 

2° On pourra prendre pour point fixe un des points où la 
courbe coupe l’axe des y : 


Æ— 0, . Y — VC; 


(*) Cela revient à un procédé indiqué au n° 210. Car le radical Vaz?+2bx + c 


CE —————— x —$ 
pouvant s’écrire Wa(æ—a)(æ—$),ou(æ—a) /2£ : 


x 


une fonction rationnelle de æ et de /«° » ce qu’on pourra faire (n° 210) 
— a 


> on à à intégrer 


en posant 
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on posera donc 


y—Ve=tx. 


On pourra aussi cowper la conique par des droites parallèles 
à une de ses asymptotes : 


y=xVart. 


Généralement, avant d'employer l’un ou l’autre de ces procédés, 
il pourra être utile de simplifier d’abord le polynome sous le 
radical en posant æ — 3 + h, de manière à faire disparaître le 
terme en 3. 


a? dx 
Vr?+ ( 


On coupera la conique y?= x?+ 1 par des droites parallèles 


214. Exemple I. — Calculer | — 


à une asymptote, en posant 


MORE, 
d’où 
æ+i1=(r+t}, 
ce qui donne 


1— {2 1 + 2? I 1 + 6? 
TI ON DUT = — 14 GAS 
3) 12 ‘ 4 D < 2 lt? 
Portons ces valeurs dans I; 1l vient 
1— 6} ot 17-72 I ee a )e 
I = — Cros _ dt = — — Le ) AL 
CARS LCD ON T* A A 


c'est-à-dire 


dt dt I 11 I Es 
If + +IfT-ifid=sss ste 


Remplaçons maintenant £ par sa valeur en æ. On a 


ty —x=Vat+i—x; 


RE 1 ETES 
d’où, en observant que > —yx?+ 1x, 


1e evVar+t 14 — = log(Vær+t re) 
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215. Exemple II. — Calculer J = fe 1 dx. 


La même substitution donnera : 


1 ET I C2 I toi br 
J — — ss sa At = ÉPORCETE DEA) 
D NE ONCE 4 
2 dt dt 

( fra [2 + 

I t? 
= — - SIDE ee 

4 2 2 L? 


— ave pi =log(Vzt+i— x). 


NE 


N, | 


xÿ dx 


216. Exemple III. — Calculer I — 
Va? + da 


La fonction sous le signe f est impaire en æ; on posera donc, 


sans introduire de nouveau radical, x? = 3; x dx — = ds, d’où 
I 32 dz 
I — s : 
Va 


ce qui rentre dans le type du n° 210, et l’on intégrera en posant 
z+a—=t?. On posera donc de suite, dans I, x? + a — t#?, et l’on 


sera ramené à intégrer la fonction rationnelle de #, fte— PRENTAN 


217. Exemple IV. — Calculer J — Re ds. 


Vaxz?+2bx+ce 


Simplifions d'abord le radical en posant, pour faire disparaître le 
terme du premier degré, 


b 
TS 
7 
On a 
De Dre 
Jef dz, 
Vaz?+K 
DC 02 


en posant, pour simplifier, £ — 


L'intégrale J se décompose ainsi en deux autres, 


z dz a dz 
D B— 20) [= 
Vaz?+% a Vaz+k 
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. cac 2 LT (04 ME A Fr; È 
La première est évidemment — V/a 3?+ k; reste donc à calculer 
ki [42 


ff dz 
Vaz’+k 
Pour n'introduire que des’ quantités réelles, distinguons plu- 


sieurs Cas. 


Wa 0.On écrit 


1 dz 1! ï dz CT ( RUE! ) 
—— — | — —— = — log AV 32+ — |; 
J Vaz+k Va /* TAC a 
OM TT ETS 
a 
2° a Lo, mais £ => 0. On écrit, en posant «a = — a/, 
ji dz fl 1 dz La EE 
a nn =— dl CSL Du e 
Vas VO RD ee Va! /k 
\ PCA \V ” 


dz 


Vaz?+k 


sous forme réelle, puisque la différentielle est imaginaire. On 


DRE D NCA 0% /enIcénCasLOn nespell ObLénIr 


écrira, comme dans le premier cas, 


dz 1. OS 
———_— — ———. oœ Z, - — . 
: == 108 | 3 FE pe 
az?+ k a 


218. Exemple V. — Calculer | 1e = de 
(æ—)1)Vaz?+2br+e 


n applique la mé e générale, en coupant la conique 
On applique | thode g le, t la coniq 
= ax?+2bx+ce 


par des droites issues du point de coordonnées À et 1, étant posé 


u = Va + 2b}1+ C. 


Posons donc 
(1) MATE), 


d’où 


Vaz?+2bx+c=u+t(x —À). 
Élevons au carré, et observons que u?= a)?+ 201 +c: 


a(x?2—-X2)+2b(x—À)=oaumt(x —À)+t2(x — À). 


f 
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Supprimons le facteur æ — À qui correspond au point fixe ; il 
vient, pour exprimer x en fonction rationnelle de £, la Re 


(2) (x —)})+out=a(x+À)-+ 20. 
Il faudrait résoudre par rapport à æ et en déduire dx en fonc- 


tion de dt : il sera plus simple de différentier sans résoudre, ce 


qui donne 
2dt[it(æ—À1)+p]+(é— a) dx =0; 
d'où 
at dx var 
REPARTI EU 


L'intégrale cherchée, [, est 


es 
CE D — - fa 


Or l'équation (2) donne 


on a donc 


(æ—À)(— a)=—2aupt+2ha+o2b; 


d’où 
dt I à 
= fs = hs a 0) 


On a donc finalement, en remplaçant & par sa valeur 


Vak+2bÀ—+ cet t par sa valeur tirée de (1), à savoir 


V—R VARIE O br ET 


ÂE He) Va) ? 
dæ 
(æ—))Vaz?+obx+c 
Se a D D 2 CL ON 
: = PVMEEUEN EE +a2bxz+c—yali+2bh+ec 
Val?+2bà+c PES) 


219. L'intégrale 
IMC Vaz + b, Vex + d)dx 


où f est rationnel par rapport à x et aux deux radicaux, se ramène 
au cas général du n° 212. 


« 


a —0 


} 
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Posons, en effet, 


az + b = z?; 


l'intégrale devient 


PÉTETO 


On a ainsi à intégrer une fonction rationnelle de 3 et d’un 


radical de la forme VAR C —- C, ce qu’ on fera par un des procédés 
ci-dessus. 
On peut encore opérer autrement : la fonction à intégrer, 


étant rationnelle en x, Vax cT7Ret vez + d, est de la forme 


NP DO VO d + DyVaz+bver+d 
A+ B: VOD 


= 


À, B, ..., A,, B,, ... désignant des polynomes entiers en x. 

Si l’on rend le dénominateur rationnel, ce qui est toujours facile 
en multipliant les deux termes de la fraction par un facteur con- 
venable, f prend la forme 


MeNVar+b+Pycer + d+QvVaz+bvcer +4 
? 


IS R 


M,N,P,Q,R étant des polynomes en x, et l'intégrale [raz se 


ramène à quatre autres : 


M A”, : À 
ÿ [= dx, intégrale de fraction rationnelle ; 


NE ; A UE » 
È [R Vazx + b dx, qu’on ramène à l’intégrale d’une fraction 
rationnelle en posant ax + b — 1? (n° 210); 


Ph; | | 
30 Es Vcx + d dx, qu'on traite de même; 


4° fRvtaz + b)(cx + d) dx, qui s'obtient par un des pro- 


cédés du n° 213, par exemple en posant  _ — (2? 
290. Exemple. — Soit I — nr 
x +Vax 


Rendons le dénominateur rationnel en multipliant les deux 
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termes par æ — +; il vient 


ne TEE 


x? x 
c’est-à-dire 


= [HE a - AE: TU era 
T—I L?— d 


La première intégrale se calcule en posant x + 1= 1? (n° 210); 


fæ 1 e2 
LA —— dt 
T —1I 12—" 


Espana ft te) 


no PS rose ee 
(45 Væ +i+ya2 


bd e fi TL —+ I 
La seconde intégrale, | dx, est toule ramenée au 


type général du n° 212; on la calculera en posant, par exemple, 
DA 


HI he 


vent A tait 127 t? dt 
— f (æ —1) e=+ fat ET DONNE De VC — US 


: d’où 


4° Fonctions rationnelles des coordonnées d’un point 
d’une courbe unicursale. 


221. Si yest une fonction implicite de +, définie par 
o(æ, J)=0; 


où w(z,y)—o représente une courbe unicursale, toute inté- 


EC y) dx, 


où f est rationnel en æ et y, pourra être calculée. 
En effet, par courbe unicursale on entend une courbe telle 


que les coordonnées x, y d’un de ses points puissent s'exprimer 


grale de la forme 
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Ge 


en fonction rationnelle d'un paramètre £. On aura donc 
LT 4 Rs TRE UT EXO ONUE 


et l'intégrale proposée deviendra 
[rio W(2&)10" CE) dt — f FCo ar, 


F(4) désignant une fonction rationnelle de £, qu’on sait intégrer. 

On voit que c’est la généralisation de la théorie du n° 212; la 
courbe w(x, y)—=o était alors y?—ax?+2bx+e, c'est- 
à-dire une conique, qui est bien une courbe unicursale. 


222. Exemple. — Soit1— / DLL ES 
(3 — 7 0 la 
Si l’on pose 


OU MIRE EN TE 
on aul'a 


intégrale qui rentre dans le type ci-dessus, car la courbe 
V= x?— x? est unicursale (cubique ayant un point double à 
l’origine). Pour exprimer + et y en fonction d’un paramètre, £, 
on coupera la cubique par des sécantes, y = tx, issues du point 
double ; 11 vient ainsi 


d'où 
I 3 €? dt l 


T —= di RE — EN DUT = . 
RTE (1 8)" Y 1 — É8 


Portons ces valeurs dans [, nous trouvons 
>. 


l 2 d — 13)? : 
= = ge i = 5 | dt= 34 
EN T (1 — 1392 L2 


e 


We 


L'intégrale proposée est donc, en remplacant £ par sa valeur Le 
l 


CES 


{ xi- _ Tv? }3 
DILÉ re 
L 


2 
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293. Propriété fondamentale des courbes unicursales. — Nous 
avons défini la courbe unicursale une courbe telle que les coor- 
données d’un de ses points puissent s'exprimer en fonction 
rationnelle d'un paramètre {; on peut dire aussi qu’une courbe 


. I - : 
d'ordre z est unicursale quand elle a to ce 1)(n —2) points 


doubles, nombre maximum de points doubles que puisse avoir 
une courbe indécomposable de degré n. 
L'identité des deux définitions résulte des théorèmes suivants : 


224. Théorème I. — Une courbe indécomposable d'ordre n 


. T / . 
ne peut avoir plus de -(n—1)(n— 2) points doubles. 
P P + X )p 
Supposons, en effet, qu'une telle courbe C,, d'ordre n, ait 
1% 
-(n—1)(n —2)+t 
2) 


points doubles; considérons les courbes C,_», d'ordre n — », 

adyointes à C,», c’est-à-dire passant par ces points doubles. 
L’équation générale des courbes d'ordre 7 — 2 contient, sous 

forme linéaire et homogène, un nombre de coefficients égal 


tel \ . 
à (7 — 1); celle des courbes C;_» en contiendra donc, sous 


la même forme, un nombre au moins égal à 
nn 1)= (nr 1)(7—2)—1 
. 4 JE 


c’est-à-dire 2 — 2 : on pourra donc faire passer une de ces courbes 
par 2 — 3 points choisis arbitrairement sur C,, car on a à écrire 
pour cela » — 3 équations, qui sont linéaires et homogènes par 
rapport aux 2 — 2 coefficients inconnus, et qui par suite ont tou- 
jours au moins une solution. La courbe C,_4 ainsi déterminée 
coupe dès lors la proposée, C;, aux points doubles de celle-ci et 
en (A — 3) autres points simples, ce qui donne, au total, un 
nombre de points d’intersection égal à 


|: 
7 } 


puisque chaque point double équivaut à deux points d’intersec- 


Ge n(R—0)+ilæ+n-5=n(e—2)+s, 


Nr 


b 
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tion. Or une courbe d'ordre 7? — 2 ne peut couper une courbe C,, 
d'ordre x, en plus de n(n — 2) points, que si elle fait partie de C, 
ou si elle se décompose en courbes dont l’une fait partie de C, : 
dès lors la courbe C;, proposée n’est pas indécomposable, con- 
trairement à l'hypothèse. 


Donc C, ne peut avoir plus de : (a —1)(n — 2) points doubles. 


C* Q:,F7 D: 


225. Théorème II. — Une courbe indécomposable d'ordre n, 


L Ï L . 
qui a -(n — 1)(n — 2) points doubles, est unicursale. 
2 


En effet, les courbes C,_», adjointes à C,, dépendent, sous forme 
Ur 4 tue FRS 
linéaire et homogène, de sn(r A) CUITE TEEN ES 
coefficients. Celles d’entre elles qui passent par 7 — 3 points 
simples, pris sur C,, ont donc une équation de la forme 


(1) AA(x,7)+uB(x,7)=o, 


À et u étant des coefficients arbitraires (1); elles coupent C, aux 
7 . . I . 
(n — 3) points simples et aux US 1)(n — 2) points doubles, ce 


qui donne un nombre d’intersections fixes égal à 


(n—1)(n—°2 | 
(HE Rap Es SNA OU AN(R—2)—1. 


Dès lors une quelconque des courbes (1) ne coupe C,, en dehors 
des points fixes, qu’en wn seul point mobile; d’après la théorie 
de l'élimination, les coordonnées de ce point sont des fonctions 


rationnelles des coefficients qui figurent dans les équations des 
deux courbes; ce sont donc des fonctions rationnelles du para- 


3 À 
métre Ti COR: TD: 


(!) Toujours parce que la condition de passer par des points donnés établit des 
relations linéaires et homogènes entre les coefficients de léquation d’une courbe. 
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226. Théorème III. — Une courbe unicursale indécompo- 
LA 
sable d'ordre n a -(n — 1) (nr — 2) points double 
SAR 
4] ? 
+. 


CSS 

l'out d’abord, on peut admettre que la droite de l'infini coupe 

l’unicursale proposée, d'ordre n,en n points distincts; dans le cas 

ontraire, 1l suffirait de substituer à la courbe donnée sa perspec- 

tive sur un plan convenable, perspective qui est évidemment une 
D 1 n À 

que la proposée 


courbe unicursale de même ordre et d'autant de points doubles 
Soient alors &;, @», 


. 4h les valeurs du paramètre 4 qui ré- 
pondent aux 7? points à l'infini de l’unicursale: en posant 


PACE = ({— a;)({— &)) 


({ — An )» 
les coordonnées, x et y, d’un point de la courbe auront une 
expression paramétrique de la forme 
(2) 


f(L) et w(t) désignant des polynomes en 4. Ces polynomes sont 
ù 


d'ordre », au plus, puisque la courbe doit être coupée en » points 
par une droite quelconque ax +by +c—o. Nous pouvons 
même admettre que f(t) et #(4) sont d'ordre (n — 1) au plus : il 
la valeur £ — 


suffit de prendre pour origine le point de la courbe qui répond à 


du paramètre; alors x et y devant s’annuler pour 
{—; il faut bien que f(t) et (4) aient leurs degrés respectifs 
inférieurs au degré n de F(4) 

He 


Cherchons maintenant à déterminer les points doubles de la 
Re 


; A] 
trouver ces points 1l faut donc chercher les solutions, en £ et w, 
communes aux deux équations 


courbe (2):1lest clair qu'à un point double correspondent deux 

valeurs différentes du paramètre {, et réciproquement 
f(4) 

(9) 


pour 
 ; 
V Cu) 
For 


se (072) à CU 
F(u) F(t) CORTE 
f(t) ayant son degré inférieur à celui de F(4), on peut 
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’ f\ l) z 2 
décomposer =—< en fractions simples sous la forme 


FE) 
J(t) A; A9 Le A 
F(é) l— &; l— RAGE | 


Les équations (5) s’écrivent alors, en groupant les termes ana- 
logues en {et u, 


\ (— u OA) 2 

a t + = JE 

US di) À APR TU ECES, 
l—u 

B 5 2 Dee ee done + ctetgiee co mous En 0 


MCE) (ua) 


Supprimons la solution, évidente 4 priori, t = u, qui ne donne 
pas de point double; 1l reste, en posant {+ u—s,tu—p: 
I 


A2 +...+ A, 0, 
Ed: D SUN Î a 


L 


_— 
VV 
_ 
| 
ES 


s'en OS Ur Se Dia vins erole ml'elbl s eo 


(4) 
| FREMRPTENTE 


À un point double répond un et un seul système de valeurs 
de p, s vérifiant ces deux relations, et réciproquement; le nombre 
des points doubles est donc égal au nombre des systèmes (p, s) 
donnés par les équations (4). 

Chassons les dénominateurs dans ces équations ; nous obtenons, 
en pet s, deux équations d'ordre ñ — 1, qui ont (n —- 1)? solu- 
tions communes; mais en chassant les dénominateurs, nous intro- 
duisons des solutions étrangères à (4), à savoir les valeurs de 
p ets qui annulent deux quelconques de ces » dénominateurs. 


. < I ON 
Or, on peut grouper ceux-ci deux à deux de - 2 (7 — 1) manières, 
2 


à chacune desquelles répond un système (p, s), puisque les déno- 
minateurs sont linéaires en p et s; le nombre cherché des solu- 
tions vraies est donc 


LE I 
(R—1)—-n(n—1) = ACTES IE 
2 > 
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« L LL I # L1 
c'est-à-dire qu’une unicursale d'ordre » a = (/rE 1)(7 — 2) points 


doubles. C. O0. FD 


297. Application. — Soit l'équation 
(5) (x?+ 72}? = a(x?— y?); 


c'est celle d’une lemniscate, courbe d'ordre quatre qui a trois 
points doubles : l’origine et les deux points circulaires à l’infini. 
Elle représente donc une courbe unicursale, et l’on peut exprimer 
les coordonnées x, y en fonction d’un paramètre À. 

Appliquons pour cela la méthode du n° 225. Les courbes 
adjointes d'ordre n — 2 sont ici des cercles passant par l’origine; 
ils coupent la lemniscate en un nombre de points mobiles égal 
à 2.4 — 3.2 —2; considérons ceux d’entre eux qui passent par 
un point fixe de la courbe, ceux par exemple qui touchent, à l’ori- 
gine, la droite y = x, tangente à l’une des branches de la lemni- 
scate ; leur équation est 


(6) a+ y?+ (x —7y)=0, 


et chacun d’eux coupe la courbe en un seul point mobile. 
L’abscisse x de ce point s'obtient en éliminant y entre les rela- 
uons (5) et (6); on a, en combinant ces deux équations, 


Ney} = ax? y?), 


el, en supprimant le facteur (x — y), qui correspond à des points 
communs fixes, 

BIG? 
ET ——— 

À2+ a? 


(z—y)=a(x +7), LOUP 


Portant cette valeur de y dans (6), on obtient l'équation en x : 


Le. at F. 5 LR 
He eue 
D'où, finalement, 
| , A+ a? 
D or UE EI À » 
ri at 
À? — a? 12 — a? 
A. = — at} 
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III. — FONCTIONS TRANSCENDANTES QUE L’ON SAIT INTÉGRER. 


1° Fonctions rationnelles de sinx et cosx. 


228. Pour intégrer /f(sinæ, cosæ) dx, où f est une fonction 


rationnelle, il suffit de poser 


I 
tang ==", 
2 


9 \ 
d’où 
2 dt 

M\2arctancr, dv= … 

; I —+ cd? 

2 t 1 — 2? 
sin T — ; COST — , 

1 + 2? 1—+ € 


et l'intégrale proposée se ramène ainsi à l'intégrale d’une fonction 


rationnelle de {, puisque sinx, cosx, 7 Sont rationnels en é. 


re dx | . 
229. Exemples. — 1° L'intégrale | —— devient, par la substi- 
o J'sinx 2 


tution ci-dessus : 


dx DATI EE dt 
- = = == — = log t, 
SUCRE EEE ET l 


f dx (: D 
—— — log ({tang— |: 
sin æ SATA SE 


— x, on à la formule analogue : 


donc 


Le 


Changeant x en 


j: dx Ur TA T 
AT OMAN NE EU" 
Ho COS Cal A 2 


On calculerait, par le même changement de variable, l’intégrale 


v|a 


dx 
IE” : ‘ 
J acosæ + bsinx 
il vaut mieux la ramener à une quadrature précédente, en posant 


tang © —— , 


SI R 
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ce q ui donne 


I COS dx 
J D sin(r+pv) 
cos T+) I LT + OO) 
NE log (tang )= = log (tang ol 
2 Var+ 6 + b? 2 


® De même on a, si mn désigne un entier positif, 
dx CE t2)m—1 
dE, 
[= om—1ifgm 'ALL 


ce qu'on calcule immédiatement, en développant le binome du 
numérateur, et en divisant chaque terme par 4”. 


D'inlenlenie 4 
inlteégra e rene se présenterait, après bic angement de va- 


riable, sous une forme plus compliquée, car il y aurait en déno- 
minateur (1 — 42)"; 1l vaut mieux la déduire de la précédente, 


: T 
préalablement calculée, en changeant x en = —X: 


230. Remarques. — Souvent un changement de variable plus 
simple que le précédent permet d'arriver au même résultat; voici, 
à ce point de vue, les cas particuliers les plus fréquents. 

Si f(sinx, cosx) est une fonction paire par rapport à 
sinx et cosx, c'est-à-dire si elle ne change pas quand on change 


simultanément sinx et cosæ en — sinx et — cosx, on posera 


tangæT = f, æ = arc lang é, 


dt , dd ( 


_ 
+ 
LS 
LEA 
si 
Fe 
| 
Le 
1 
Le 


f \ 
= 19 le 

RyrE 2 me 7h Vi + a 
radical Vi+e + ? disparaîtra, puisque, en vertu de l’hypothèse, il ne 


et, dans la foncuon f(sinx, me 


figurera qu’à des puissances paires. L'intégrale ff(sine, cosæ) dx 
sera donc ramenée à l’intégrale d’une fonction rationnelle de 4. 


2° Si f(sinx, cosæ) est une fonction émpaire en cosæx, c'est- 
à-dire si elle est de la forme F(sinx,cos?x)cosx, F étant rationnel, 
on posera 
NN, 
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L * 
d’où 


résine, cos?æ) cos x dr — NC 1 — 4?) dt. 


3° Si f(sinx, cosx) est impaire en sinx, on posera de même 


COST = é. 
6 . dr 
Do. Exemples. = (a). Soit ——— 2 ——— 
a COST + 2b sinxr cost + csin?r 


On a à intégrer une fonction paire de sinx et cosæ; on posera 


donc (1°) 


tangæ = 6, 


d’où 
f dx dt 1 + d? k [ dit 
J'acosz+... J'i1+@ a+obt+ectt ) a+abt+ct 


Par exemple 


dx dt I 1+é I 1+—tancr 
= —— = | —, = -loy = - log : 
COST SIND OUI LE 2 Lee 2 I1—tangr 


Le même changement de variable donne très simplement hin- 


: dx : : 5e 
tégrale . > où m1 el nr sont enliers el positifs, eL 
sin/?x COS! x 
m + n pair, car cette intégrale devient 
(EN 2) 


LE ee 2 dt. 


dx dx cos x 


(6). Soit fe = [ AE. 
2LATAN ET 1] Sin? n 


On a à intégrer une fonction impaire de cosx, et l’on posera (2°) 


SIDA ES L, 


d’où 


dx cosix  fcos?x(cosx dr) (1— €?) dt Lt 
ee — on trer er log 4, 


ER 0e LA 


e 


et finalement 


dx fil 
—— =— - — — log sinx 
tang3x 2 sin?æ G. 
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S1 l’on avait eu à calculer Jtanstx dx, il eût mieux valu (3°) 


oser Cosæ — ({, pour n'avoir toujours que {? au dénominateur 
P » P J q 
de la fraction rationnelle en #. 


(c). Soit enfin f sin*x de. 


On pourrait prendre comme variable tangx, mais le calcul 
serait assez compliqué, car on aurait, au dénominateur de la frac- 
tion rationnelle en #, le facteur (1 + #2}. Il vaut mieux intégrer 
par parties : 


f sin dr = f sinte(sinx dx) 


— — siniT COS ZX + f 5 sinæ cost dr 


e 


SIN #YCOST +0 fsintæ dr — 3 fsint x de. 


e/ 


jf sin æ de = 5 f sinæ dx — sin3x cosx 


3 ; 
— — | (1— cos2x) dx — sin3x cosæ 
2 


Donc 


3 : ; 
= -%— -SIN2Y— SIN? COST, 
> 4 


et finalement 
_. 3 D 120 
Sin*Z dr = =æ— —SIn2r — -sinèrcosx. 
8 16 A 


Une méthode analogue s'applique à [ sin”x cos! x dx, quand 


m et n sont des entiers positifs pairs, ce qui est le cas le plus 
difficile : car, si m étaitimpair, on poserait cosx = {; si 2 impair, 
sinxæ — {, et l’on obtiendrait immédiatement l'intégrale. 


2° fonctions rationnelles de e"x. 


232. L'intégrale 


fftenx) dx, 


où / est une fonction rationnelle, se ramène à l’intégrale d’une 


(er 
A 
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différenuelle rationnelle de £ par la substitution 


ent — {: 
d’où 
1 dt 
EL —=10SE, dr = — —, 
mr Lt 
et par suite 
suc 
Eu EfOT 
nm 
Exemple. — Soit EE = dx ; on pose e7— {; ét l'intégrale 
devient 
t+i dt I I 
— = at(: — log t + arctangt — -log({?+ 1). 
PES d Jl \É à RME 2 EL 
233. Remarque. — Une fonction rationnelle de sinæ et cosx 


est, à cause des relations 


elx — LE e?ix — I 
SIN = == = 
21 JTE 
eix + e—ix e2iX LT] 
COLE = ———————— = — —— 7) 


:) 2 etX 


une fonction rationnelle de et. On pourra donc l'intégrer, non 
seulement par les méthodes des n°%228-231, mais encore par 
celle du n° 232, en posant e* — {. Au cours de ce calcul, on pro- 
fitera de toutes les simplifications qui pourront se présenter. 


Exemple. — Soit f cosix dz; on à 


fcosix dr = CITE erix )* dx 


= — [etir + e- kix LE 4(etix Le-2ix) + 6]dx 


5 [dr 


Â 
—= fumée à — facos2e de + à 


sin 4x net 
— SI + - Sin2v + — 
Fe a) 


4 


| 


En réalité, on n’a fait, par ce calcul, qu’exprimer cos'x en 
fonction de ER et cos2æ, selon la formule (8) du n° 153. 
D'une manière générale, les formules de ce numéro, qui 
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donnent cos”#x et sin”#x, pour » entier et positif, en fonction 
linéaire de cosp x etsinpæx, permettent d’effectuer immédiatement 


les quadratures foosrz LD) sine dx, 


9% Polynomes entiersien Te NE ER ETAT ECO CRAN 


234. On remplacera d’abord les sin el cos par leurs valeurs en 
exponentielles 


. CELL peuix eXix + e—aix 
SIN : DT, COSOTE : LATE | 
PAIE 3) 


et l’on sera ramené à intégrer un polynome entier en x, e4*, ebx, 
etix, e7aix, ,,,, c'est-à-dire une somme de termes de la forme 
æPef*, Tout revient donc à calculer l'intégrale 


Th == fersas ar, 


p étant un entier posilif et &« quelconque. Or on a, en intégrant par 
parties, 
eax P 


færteurd) = xp — — — | etxxPr- dx, 
a GR 


l ) 
F —= — XP EUX — P IAE 
«a «a 


En répétant cette réduction, on ramènera 1, à l'intégrale [, : 
I na 
17 f ex ar = —eûx, 
Ÿ a 


et le problème sera résolu. 

Après le calcul, on remplacera, dans le résultat, les exponen- 
tielles imaginaires par leurs valeurs en sin et cos, de manière à 
n'avoir que des quantités réelles. 


Remarque. — Le calcul de I, peut se faire d’un seul coup 
en appliquant la formule d'intégration par parties généralisée 
du n° 195 : “ts 


fouv dx = uti-Up — ulr-2)p"+ gla-D pe... 


ste r)r51 uvUi—1) + (— D fus dx. 
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Par exemple, en désignant par P(x) un polynome d'ordre p 
en +, faisons, dans la formule ci-dessus, 


De rer tr du ax; 


à al+i 


nous obtenons, puisque 6%), dérivée d'ordre p + 1 de P(x), est 
identiquement nulle, 


en es l 
Je æ)ear dx = ex Ë PER) RICE) 
a UT. (VU 


I RE nue : 
SE ES PSE )—-, ,. —- ni Le Pi (x ] ; 


«a 3 


239. Exemples. — 1° Soit fetcos ox he 


r 


Ecrivons : 


re a 
fercos2e dx — | [ext ex(1—2i)] dx 
: 2 


COS2T — ur) 


2, 


eZ /COS2T + iSINn2r 
ren | 1207 


(het : 
=. (2C0S20 #14 5027). 
10 


On aurait pu aussi intégrer par parles : 


feosor(erd) —= 6% C0S2% + 2 fexsinoe dx, 
LE 


e 


2] sin2r(ex dr) —2e*sin2x — 4 fercosox dx, 


LE 


et, en ajoutant membre à membre, 


5 fercosrx dx = e*(cos2x + 2 sin2æ). 


2° Soit encore f æ?cos dx. 


Au lieu d'appliquer la méthode générale, on peut intégrer par 


parties À 


(cos dx) = x'sin x — | DS IDE 
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De même 
a fatsine de) = x cos —2 f cose de = 2x cosæ — 2sina. 


Donc enfin 


f = cos x dx = x?Sinr + 27 COST — 2sin x. 


4° Polynomes entiers en x et logx, ou en x et arcsinx. 


236. 1° Pour intégrer un polynome entier en x et logæ, c’est- 
àa-dire la différentielle x”(logx)? dx, où m et p sont entiers, on 
posera 


log x ER d’où TE et, dx = etdt. 


fa" Qoga rar = frame LP di, 


intégrale que l’on sait calculer (n° 234); 1l n’est même pas 
nécessaire pour cela de supposer » entier. 


Il viendra 


2° Pour intégrer un polynome entier en x et arcsinx, c’est- 
à-dire la différentielle x”*(arc sinx)? dx, on posera de même 


ArC SIDE, d’où TISinE dr = cost dt. 


Il viendra 


Jemtare sin )? dx = f ersin tcost dé, 
et l’on sait aussi calculer la dernière intégrale (n° 234). 
Exemple. — Soit / (are SIDE dc 
On aura 
f (are sin )? dx = f #cost dt = tsint+2tcost —o2siné, 
d’après le n° 235, 2°; d’où 


f (are sinæ} dx = æ(arc sinx }?+ 2(arc sinx)Wi—x?—2#. 
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CHAPITRE IL. 


RÉDUCTION D'INTÉGRALES INDÉFINIES. 


231. En dehors des cas qui viennent d’être indiqués, l’inté- 
grale IMOEC ne pourra généralement pas s'exprimer à l’aide 


des fonctions élémentaires; elle définira donc une fonction nou- 
velle de x, et ce fait ouvre à l'Analyse un champ d’études très 
étendu. 

Dans cet ordre d'idées, en prenant pour f(x) une fonction d’un 
type parüculier, par exemple une fonction rationnelle de x et 
de Vax+ bx?+cx+d, il importe d’abord de reconnaître 
combien on doit introduire de fonctions nouvelles, pour qu’on 
puisse, avec leur aide et l’aide des fonctions élémentaires, expri- 
mer toutes les intégrales du type considéré; en d’autres termes, il 
pourra arriver que les intégrales proposées se réduisent à quelques- 
unes d’entre elles, et c’est cette recherche qu’on nomme réduction 
des intégrales de la classe donnée. 

On conçoit qu’un pareil problème exige, pour chaque type 
d'intégrales, des méthodes particulières; 1l ne peut donc être 
question que d'exemples. Nous en donnerons plusieurs, en com- 
mençant par celui de la réduction des intégrales hyperelliptiques 
et elliptiques. 


I. — RÉDUCTION DES INTÉGRALES HYPERELLIPTIQUES. 


238. Soit X un polynome en x, de degré supérieur à deux; 
si f(x, VX) est une fonction rationnelle de x et de ÿ/X, on dé- 
signe sous le nom d’intégrales hyperelliptiques les intégrales 


du type 
(1) HEC VX) dx. 
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Lorsque X est un polynome du troisième ou du quatrième 
degré, l'intégrale (1) est dite elliptique : ce nom provient de ce 
que l'arc d’ellipse s'exprime par une intégrale de la forme (1). 

On peut toujours supposer que X n’a que des racines simples; 
car s’il y avait une racine double, à, le facteur (x — a) sortirait 
du radical; si @ était racine triple, (+ — a) sortirait aussi du ra- 
dical, et il resterait, sous le radical, le facteur simple (x — a); et 
ainsi de suite. 


239. Si le polynome X est de degré pair 2q, on peut, par 
une substitution rationnelle, le ramener au degré 2q —1. 


Soit, en effet, 4, une racine de X; on a 


VX — V(Z air = di (LE a). 


Faisons la substitution 


I I 
RE À ou DEEE, 
TL — ; L 
on aura 
NE E à I F | L 
) Al : Leg Ch x re. HS TR 
(l _— 
= 7 VLéCai— a) +1] lt(@i— @) +, 


et le polynome en #, sous le radical, est d'ordre 2q —1. Dési- 
gnons-le par T'; 1l vient 


e =) di = 
ft VX) dr = — fra aVT)& = fete VT) dt, 
© étant une fonction rationnelle de £ et de Le CAO NÉE CD: 


240. On a donc le droit de supposer que le polynome X est de 
degré impair 29 +1; cette hypothèse, d’ailleurs, n’interviendra 
pas Jusqu'à nouvel ordre dans les calculs suivants, qui s'appliquent 
aussi bien au cas où X est de degré pair. 


241. Première réduction. — Un polynome entier quelconque 
en æ et en (/X se met évidemment sous la forme M + NV/X, où 


Mer N sont des polynomes entiers en x; car toute puissance paire 
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du radical est un polynome entier, toute puissance impaire est le 
produit du radical par un tel polynome. Üne fonction rationnelle 


en æ et VX étant, d’après sa définition, le quotient de deux ex- 
pressions analogues, sera de la forme 


M+NVX 


(a, VR) = EEE 


Multiplions le numérateur et le dénominateur du second 


membre par P — Q VX pour rendre le dénominateur rationnel ; 
il vient 


D NY X)0P= OX) A SRB VX 
fa FRU PERNATRe == C » 


À, B, C étant des polynomes entiers en æ. On a ainsi, pour l’in- 
tégrale proposée (1), 


re, VX) de = fade + [A VX de. 


ne A à Ë 
L'intégrale É dx est celle d’une fonction rationnelle de x, 
. . \ , . . , OR +7 
qu’on sait calculer; il reste donc à étudier l'intégrale | G VX dx, 


Nr BX 
qu'on peut écrire f dx, ou 


D 
(2) Ja 


C et D étant des polynomes entiers en +, et le radical /X ne figu- 
rant qu'au dénominateur. 


Décomposons maintenant en éléments simples la fraction ra- 
. D ÿ ’ A 1 e , 
tionnelle C l'intégrale (2) se ramènera à une somme d’intégrales 


des deux formes suivantes : 


(3) Cr 


dx 
(4) Ven 


n désignant un entier positif quelconque. Une seconde réduction 
H. 16 
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va nous permettre de ramener les intégrales (3) et (4), que 


nous désignerons par I, et J,, à un nombre fini d’entre elles. 


242. Seconde réduction. — Considérons d’abord l'intégrale 


our la réduire nous parürons de l'identité 
] P 


Ï Tr T 
—GRIXSE DREUX 
; X 2 
( )) (x VX) = pær-1yX —— Lœp EE + à) 
2NRATX VX 
où p désigne un entier positif ou nul, quelconque. 
Soit À le degré du polynome X; le numérateur, au dernier 
membre de (5), est un polynome de degré h + p —1, où le 
coefficient de æ#+P-1 n’est Jamais nul; car si l’on pose 


à,4 ANTENNES 
on a 


I ; k [ 
= xPX' + pr 1X = À; ( - h + p) ANR RERNEENTA 
2 2 


ER à | 5 520 : S 
et la quantité = h + p esttoujours positive, puisque h>œoet P210 


L'identité (5) s’écrit, en ordonnant, suivant les puissances dé- 
croissantes de +, le polynome numérateur du dernier membre, 


xh+p-1 x'i+p—2 
RRQ En RER Et Fes 
4e vx vx 
4, 8, ..., À étant des constantes dont la première n’est pas nulle. 


Intégrons maintenant les deux membres; 1l vient 
TP VX +) a+ p1 + BIz+p-2 SE Meet À I, 


relation qui donne 1;,,,_, en fonction des intégrales d'indice infé- 
rieur, pourvu que p Soit 2 0. 

Faisons successivement p —0,1,2, ..., dans cette relation; 
elle permettra d’exprimer les it EL EN PR Lx Han 
fonction de I}_», 13_3, . :., 1,; en d’autres termes : 

Les intégrales 1, se ramènent à (RER d’entre elles, à 
SAVOIE or 
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213. Considérons en second lieu l'intégrale 
; dx 
(4) Jn= | ——. 
/ (æ—a»yx 
Nous partirons, pour la réduire, de l'identité 
He ax px 
— ! — —(T—@) — D 
e | vx | 1 X! vx 2 Pr 
PEU | = ES el) 
(z—a)P 2 (x— a)r VX (x—a)r+i (x—a)rt1y/X 


où p désigne un entier positif, au moins égal à un. Au dernier 
membre de (6), le numérateur est un polynome d'ordre , o(x), 
que nous pouvons ordonner suivant les puissances croissantes 
de x — a: 


(x—a)} 


p(tTh—=a(a)E(r—a)yp(a)+:.,+ 1 pt(&), 


et il est à observer que w(a) n’est pas nul, à moins que à ne soit 
une racine du polynome X. On a, en effet, 


, I Le : , 
g(æ)= (æ—a)X'—pX,  g(a)=—pX(a). 


Si donc a n’est pas racine de X, l'identité (6) s'écrit 


o ele +0 +10 
LAN Lee CA Mes rep Or enr QE Gi 


F(x) étant un polynome entier en +, qui n'existe d’ailleurs que 
si À est au moins égal à p 1. [ntégrons maintenant les deux 
membres de (5); 1l vient 


= p(a)Jya+ 8 (a)Jp+e., 


les termes non écrits renferment des intégrales J, d'indice inférieur 
à p, et pouvant aussi renfermer des intégrales I, si p + 1£ Ah. Cette 
relation permet, puisque #(a) n'est pas nul et que p peut parur 
de la valeur un, d'exprimer J, en fonction de J, et d’intégrales I, 
puis J, en fonction de J,, J, et des Ï, et ainsi de suite. En d’autres 
termes : | 


Sia n'est pas racine du polynome X, les intégrales J, <e 
ramènent à l'intégrale J,, et aux intégrales I,. 
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Reste à discuter la réduction des J, lorsque & est racine de X. 
En ce cas, o(a) est nul; mais ®’(a) n’est pas nul. Car on a 
! L , 
p(x)= ,& UNE DA; 
d’où 


! \ J 7h I TI za ! I '4 » 
p(x)=-X+-(x—a)X— pX, g(a)=(5—p) x): 
Or X’(a) n’est pas nul, puisque X n’a que des racines simples 
1 à ; ; : ; 
(n° 238), et = — p n'est jamais nul, puisque p est enter. 
L’équation (5) s’écrit alors 


I 1/4 
FERRER PR CC 
(x — a) CARERLNS ON CREATOR VER 


et, en intégrant, 


vx 


Tan CE 


les termes non écrits renfermant des intégrales J d'indice inférieur 
à p, et pouvant aussi contenir des intégrales Ï, si p +1£. 

Cette relation, où l’on donne à p successivement les valeurs 
1, 2, ---,tpermel d'exprimer}; 12, en f0ncHD0hmiesmtes 
orales L; donc, 


Si a est racine du polynome X, les intégrales J, se ramènent 
aux intégrales ],. 


244. Conclusions. -— Supposons le degré, k, de X impair, 


h'=2q9"51 


d’après ce qui précède, l'intégrale IE VX.) dx se ramène à des 


intégrales connues et aux intégrales nouvelles suivantes : 


I = dx re x dr L Le 2: fe dx 
0 VX 1 VX ? A—2 — 2q—1 ee x ? 


dx 
hi De 
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où a n’est pas racine du polynome X. Si & est racine de X, 
J,(æ, a) se ramène aux intégrales I,, I,, ..., L4_1. 

Donc les intégrales hyperelliptiques correspondant à un poly- 
nome X, d'ordre 2q +1, introduisent en tout 2q +1 nouvelles 
fonctions; les 29 premières, 15, 1,, ..., L,_1, sont des fonctions 
de æ seul; la dernière, J,, est fonction de x et d’un paramètre à. 

Si X est de degré pair, À — 2q + 2, les raisonnements précé- 
dents permettent de réduire l'intégrale hyperelliptique générale 
aux intégrales I, [,, ..., L:, et J,, en tout à 29 + 2 fonctions 
nouvelles; mais ces fonctions peuvent se réduire à 24 +1 d’entre 
elles : cela résulte de ce que, par la substitution du n° 239, on 
peut abaisser d’une unité le degré du polynome X. 


II. — RÉDUCTION DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. 


Comme on l’a vu au n° 237, l'intégrale hyperelliptique est dite 
elliptique quand le polynome sous le radical est du quatrième ou 
du troisième ordre; la théorie de la réduction s’applique à ces cas 
sans modification. 


Cas du polynome du troisième ordre. 


245. Si le polynome X est d’ordre trois, les intégrales ellip- 
tiques s'expriment, d’après le n° 244, à l’aide des £roës fonctions 
nouvelles 


dx x dx dx 
nef, Lefre, nef 
vx vx (æ—a)yX 


Ces trois fonctions se nomment respectivement intégrales 
elliptiques de première, de deuxième et de troisième espèce. 
On apprendra à les calculer dans le Cours de seconde année. 


Cas du polynome du quatrième ordre. 


246. Ce cas se ramène au précédent par un changement de 
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variable (n° 239); en raison de l'importance pratique de cette 
réduction, nous allons indiquer diverses méthodes pour l’effec- 
tuer. 

On distinguera deux cas : celui où le polynome X est bicarré, 
et le cas général. 


247. Polynome bicarré. — Soit l'intégrale elliptique ramenée 


(n° 241) à la forme 
ÿl ERA 
Q(xz)VX 


où X— maxt+nx?+p,et où P et Q sont des polynomes en x. 
Maultiphions, sous le signe «f, les deux termes de la fraction par le 


polynome Q(— x); au dénominateur, le produit Q(x)Q(—x} 
est un polynome pair en æ, c’est-à-dire un polynome en x?, K (x?); 
au numérateur, dans le produit P(æ)Q(— x), réunissons les 
termes de degré pair et ceux de degré impair en +, nous aurons 


ainsi 
Î P PRE dx 
—— dx — PATIO Mr a 
QU K(æ?) Vmat+na+p 


G, H, K étant des polynomes en æ?. Posons æ?—7y, d'où 


l De 
dx = =, et x dx — = dy; il vient 


2 Wy 


4 P : f° G(y) dy 
ere De 
QVX 2 K(y)Vy(my?+ny+p) 


+if H(y) dy 
2 K(y)ÿmy?+ny+p 


Au second membre, la seconde intégrale ne dépend que d’un 
radical portant sur un polynome du deuxième ordre; on sait donc 
la calculer par les fonctions élémentaires (n° 212). La-première 
intégrale est elliptique; et le polynome sous le radical, à savoir 


Y(MY+nY +p) 


est du troisième ordre. La réduction est donc effectuée. 
On aurait pu, dans ce calcul, au lieu de poser æ?— y, poser 


; les résultats eussent été analogues. 


A 
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248. Polynome général. Première méthode. — C’est celle du 
n° 239. Soit z une racine du polynome X ; on aura 


X=(x—a)(mai+ nxr?+ px +q). 


ke CRC P(œ 
Dans l'intégrale Je dx, on posera 
Q(æ)VX 
Fe I 
Y on T La 
d’où 
. d 
ANRT PES 
M 2 


ce qui donne 


— {marie na +pr+q 
VX ile > 


Hé nrine 4 


= =; ray +1) + Rp +0 JET FE 47,2 


d’où 


5 
T2: © 
ÿ ) 


p (A) te OER 
ee dr = f EST dy 22 
À Le) Vm(ay +IP+...EoYy 
37 

et l’on est bien ramené au cas d’un radical portant sur un poly- 

nome d'ordre trots. 
Cette méthode convient quand « est une racine réelle du poly- 
nome X; les calculs précédents n’introduisent alors que des quan- 


tités réelles. 


249. Seconde méthode. — Supposons le polynome X décom- 
posé en deux facteurs réels du second degré, ce qui est toujours 
possible quand les coefficients de X sont réels : 


X=(ax?+—2bx+c)(mrx?+onx+p). 


Si les quatre racines À, a, }’, 4 du polynome X sont réelles, 
on fera en sorte que les deux plus grandes, À et 1, soient racines 
du premier trinome, ax?+2bx+c; si deux racines sont imagi- 
naires conjuguées, elles seront nécessairement les racines d’un 


même trinome. 
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Cela posé, on va chercher à effectuer un changement de variable 
rationnel et réel, de manière à ramener X à la forme bicarrée. 


Distinguons deux cas. 
Premier cas. — Sil’ona 


an — bm = 0, 
on écrira 


m 


X — —(ax! +2bx + o)( aa +2bx + oh 


(42 


et il suffira de poser 


pour avoir 


| cu Per A Le LP) 
| x = ma(yt+ © Care  J° 


a? 


: ce quies£ Mier une forme bicarrée. 


Secend cas. — Si l’on a, au contraire, 


» 
L 


an — bmZ2o, 
on posera 
ay + À 


T = —<— ; d’où Aa — nn , 
EF (y +1)? 7 


Rr. 
@_+) 
7 


4 et $ étant des constantes. Il vient 


= Ge SEC JEm(ay +8}+..] 
Choisissons & et $ de manière à annuler, sous le radical, le 

coefficient de y dans chacun des deux facteurs entre crochets; le 

polynome sous le radical deviendra bicarré en y. On a ainsi 


aaB +b(a+B)+c—o, 
ma + n(a+f$)+p=o, 
équations qui donnent linéairement af et « + 5, car le détermi- 


nant an — bm n’est pas nul, par hypothèse. On en déduira les 
valeurs de « et $ par une équation du second degré : je dis que 


L 
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ces valeurs seront distinctes (!) et réelles. On a, en effet, 


cm — ap bp—cn,. 


a + B — STATE 
P on om 


an —bm AU 
et, pour que « et 6 soient réels et distincts, il faut et il suffit que 
l’on ait 

(cm—ap}—4(bp— cn)(an — bm)> 0. 


Le premier membre de cette inégalité, égalé à zéro, exprime- 
rait que les deux facteurs en lesquels on à décomposé le poly- 
nome X, à savoir 


aa?+2bx+e, ML + ANT + p, 


ont une racine commune. Si donc À et u sont les racines du pre- 
mier trinome, det x’ celles du second, on aura, d’après la théorie 
de l'élimination, 


(cm— ap?)— 4(bp — cn)(an — bm) 
= armi(À— A) —p)(p—X)Cu— p), 


identité que l’on peut aussi vérifier directement, en développant 

le second membre et remplaçant les sommes et produits À +, 
NANONE an 

Au, V+u/, Vu par leurs valeurs, — UP tea Fe 


« nm nt 
Or, d’après les hypothèses faites plus haut, l'expression 


ami —X')(Ai—pu)(u—X')(u— pi) 


est positive : car, si les quatre racines À, u, \’, u’ sont réelles, 


5 
imaginaires conjugués, À et uw étant réels, les facteurs À — W 


À et u sont, par hypothèse, les deux plus grandes; si \ et u/ sont 


et À— u/, ainsi que u — \, a — u/, sont imaginaires conjugués 
et leur produit est positif; enfin si À et u, N et 1 sont imagi- 
naires conjugués, les facteurs À — NW et u — nu, ainsi que À — u!, 
u — N, le sont également, de sorte que leur produit est encore 
positif. 


SN PRE Y 
(!) Car, pour que x, c'est-à-dire Sas dépende effectivement de y, c'est- 
4 Sal “ 


ay + 
14 oi 
que à — 20, c’est-à-dire que « et $ soient distincts. 


à-dire pour que ne soit pas une constante, il est nécessaire et suffisant 


250 DEUXIÈME PARTIE. — PRINCIPES DU CALCUL INTÉGRAL. 


Ainsi, dans tous les cas, z et © seront réels et distincts; on 
aura dès de ramené par la substitution rationnelle et réelle, 
CES e 


; ae le polynome sous le radical à être bicarré, et l’on a: 


EUR 


Vk=— 


1,,2 ,! 
an CP HAN PIE 


4,7,q',1" étant réels. Par suite, en remplaçant dx par sa valeur (8), 


Horn) 
(9) Î = ee az = f(a— 8 ) He ? <a ; a: 
Q(æ)vX ERP CT NN ETES 
NES 


On raménera ensuite Île polynome bicarré sous le radical au 


J 


NE 


troisième ordre, par l’une des substitutions y?= z, ou y?— 


comme au n° 247, et la réduction sera effectuée. 


290. Remarque. — Dans le Cours de seconde année, on trou- 
vera avantage à ce que le polynome du troisième degré sous le 
radical ait ses racines réelles. 

Or, la deuxième méthode précédente (n° 249), applicable au 
ue général du quatrième degré, conduit toujours à un 
polynome du troisième degré à racines réelles. En effet, si l’on 
pose y?— 3 dans l’intégrale (9), et si l’on opère comme au n° 247, 
on arrive à une intégrale elliptique, où le polynome sous le radical 
est 

2(g93+r)(g'3+r) 


/ sont 


el a, par suile, ses trois racines réelles, puisque q, r,q',1 
LECISS 
Cette remarque s'applique aussi au premier cas du n° 249. 


Dans le cas où le polynome du quatrième degré est donné 
d’abord sous la forme bicarrée générale, 


X=mart+nx?+ p, 


On à vu qu'en posant æ?— y on obtenait, sous le radical, le poly- 
nome du troisième ordre 


Y(MY?+ ny + hp), 


CHAPITRE II. — RÉDUCTION D'INTÉGRALES INDÉFINIES. tr 
qui n’a ses racines réelles que si la quantité n?— 4 mp est posi- 
tive. Dans le cas où elle est négative, pour arriver à un polynome 
du troisième ordre à racines réelles, 1l faut appliquer la méthode 
générale du n° 249, en décomposant d’abord mx'+nx°+ pen 
deux facteurs réels du sécond degré 


Enfin, si l’on donne d’abord sous le radical un polynome du 
troisième degré ayant deux racines imaginaires conjuguées, on 
ramènera ce cas à celui d’un polynome général du quatrième degré 


il . . , 
ÉHIDOSAnb dE > eLLLON appliquera ensuite la méthode du n° 249. 


fl dx 
Va ua 


deviendra, par ce changement de variable, 


Par exemple l'intégrale 


ces, dy 
VY 81) 


on décomposera ensuite VI + 1) en deux facteurs réels du 
second degré, (7?+ y), (y?— y +1), et l’on continuera comme 
au n° 249. 


Exemple. —- Soit l’intéerale 
L $ 


dr 


Viet + I Ë 


on demande de la ramener, par une substitution réelle, à une 
intégrale elliptique où le polynome sous le radical soit du troisième 
ordre, à racines réelles. 

La substitution x? — y ne convient pas, car elle donnerait sous 
le radical le polynome y(7?+1), qui a deux racines imaginaires. 
Appliquons alors la méthode du n° 249, en décomposant æ'-+1 en 
deux facteurs réels du second degré : 


mi+i=(a+i)—om=(r2+ zVa+i)(x—xy2+1). 


Posons 
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et déterminons # et 6 de manière que le terme en y manque dans 
les deux en 


(ay + BY+ V2 (ay + B)(y +1)+(y +1), 
(ay +8} — V2 (ay +B)(y +1)+(y +1). 
Nous trouvons ainsi 


20=-Vo(a fre — 0) 


220 V2 (sx ÉD) 


d’où 
a+ fi —0o, aB ——1; 
d Re id 
nous pren rons œ — I, Der iCe qui aonne 
Jet 2 dy 
ve ; dr = —— :. 
EI Fret 


L'intégrale proposée devient alors 


di dy | 
7 Vy(2+va)+2—vallr(e —v2)+2+ve] 
posons-y maintenant 


ou 
V4 — ÿ/3z, dy == 


nous obtenons finalement l'intégrale sous la forme demandée : 


Le = | 
Jas(2+v2)+2 21:00 —V2)+2 +2] 


251. Formes normales de Legendre. — Legendre, qui le pre- 
mier a étudié systématiquement les intégrales elliptiques, ne 
réduisait pas le polynome # au troisième degré, mais à la forme 


particulière 
X=(1—22)(1— k2x?), 


qui se déduit, à un facteur constant près, de la forme bicarrée 


(gay? + D RES + 71) du n° 249, par le changement de variable 


/ r 
DE “AV STE Le paramètre Æ se nomme alors le module. 
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La théorie générale permet de ramener les intégrales ellip- 
liques correspondantes aux quatre transcendantes nouvelles 


dx æ dr æ? dx JL dr . 
FAN DT VX ATOS 


qui doivent (n° 244) se réduire à £rois. En effet, la seconde, par 
le changement de variable x?— t, devient 


1 ji dt 
NISSAN ET 


et s'exprime à l’aide des fonctions élémentaires (n° 212), puisque 
le polynome sous le radical n’est plus que du second ordre. 


Cas du polynome du second ordre. 


252. Si X est du second degré, on sait calculer, à l’aide des 
fonctions élémentaires (n° 212), les intégrales fre VX) dx, 
où f est rationnel. Toutefois les procédés de réduction des 
numéros précédents (241-243) conduiront souvent à des calculs 
plus simples que la méthode directe d'intégration : ces procédés 
permettent en effet (n°244) de ramener l’intégrale Tes VX) dx 


aux deux intégrales 


dx dx 
= |} ? H= [0 2 
Vax?+2bx+ce (æ — }\)Var?+2bx+e 


qui ont été calculées, la première au n° 217, la seconde au n° 218. 


III. — RÉDUCTION DES INTÉGRALES ABÉLIENNES DE GENRE UN. 


253. Donnons d’abord quelques définitions. 


Intégrales abéliennes. — Soit o(zx, y) —o l’équation d’une 
courbe algébrique; on nomme intégrale abélienne appartenant 
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à cette courbe toute intégrale du type 


fre n dr, 


où f(x, y) est une expression rationnelle en x et y, et où y est 
supposée liée à æ par l’équation &(x, y) = 0 de la courbe donnée. 


Genre. — On nomme genre d’une courbe algébrique indé- 
composable de degré n la différence entre le nombre maximum 


’ A 


de points doubles que comporte ce degré, à savoir 


i 
-(n—1)(n—2) 
1 é 


d’après le n° 224, et le nombre effecuf d des points doubles de la 
courbe. On a ainsi, p désignant le genre, 


Di = (2 — 1) (n — 2) — d. 


Si la courbe a un point triple à tangentes distinctes, ce point 
est équivalent à trois points doubles, et, en général, un point 
multiple d'ordre , à tangentes distinctes, équivaut à ° h(h —:) 
points doubles. 

Les courbes de genre zéro sont unicursales et réciproquement 
(n° 224-226); et l’on peut dire (n° 221) que toute intégrale abé- 
lienne appartenant à une courbe de genre zéro est réductible aux 
fonctions élémentaires. 


Correspondance univoque. — On dit que deux courbes planes, 
o(x,7)—=0, Ÿ(6, ñ) = 0, se correspondent d’une manière uni 
voque, où point par point, quand on peut, à tout point de l’une, 
faire correspondre un et un seul point de l’autre, et réciproque- 
ment. 

Analytiquement, si +, y et £, n désignent les coordonnées de 
deux points correspondants, il faudra évidemment que Ë et # 
s'expriment rationnellement en x et y : 


(1) = Dir), n=G(x;, #), 


Fet G étant des fonctions rationnelles. Inversement, si £ et n vé- 
rifient la relation Ÿ(6,n)—0, les deux équations (1), jointes à 
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o(æ,ÿ)=0,ont,en x et j,une, el une seule, solution commune, 
puisqu’à un point &, n ne répond qu’un point æ,y. D'après la 
théorie de l’élimination, les valeurs x et y, correspondant à cette 
solution, s'exprimeront rationnellement en fonction des coeffi- 
cients qui figurent dans & et dans les équations (1), c’est-à-dire 
de £ et de n; de sorte que l’on a 


(a) PRE ARICE UDF PAU en 


® et @ étant rationnels en &, n. Les équations (1) et (2) sont 
celles qui établissent la correspondance univoque entre les deux 
courbes proposées. 


LEemue. — Si deux courbes se correspondent point par 
point, toute intégrale abélienne appartenant à l’une est trans- 
formable en une intégrale abélienne appartenant à l’autre. 


Soit, en effet, l'intégrale abélienne 


(3) fr 1) di, 


e/ 


appartenant à la courbe (6, n) —o; si l’on y fait la transforma- 
tion rationnelle donnée par les formules (1), à savoir 


(4) é=F(x,y), n=G(x,}), 


æ et y seront liés par l'équation o(zx, y) —0, puisque, par hypo- 
thèse, quand le point £, n décrit la courbe 4 — 0, le point corres- 
pondant +, y décrit la courbe © — 0, et réciproquement. On a, 
d’ailleurs, 


0F 0F do do 
| AL SRE ee. ee Re / 
RC oo 0 AZ + y 


d’où, en éliminant dy, 
(5) | DAMES EE Jr 


et l'intégrale (3), si l’on y remplace &, n et dé parleurs valeurs (4) 


256 DEUXIÈME PARTIE. — PRINCIPES DU CALCUL INTÉGRAL. 


et (5)en x, y et dx, prend la forme 


fete na, 


g étant rationnel en x et y, et x, y étant liées parw(x, y) —0. 
CO PHMD 


Cela posé, nous allons indiquer comment on peut réduire les 
intégrales abéliennes de genre un, c'est-à-dire appartenant à 
une courbe de genre un. 


254. Cubique plane. — Supposons d’abord que la courbe de 
genre wn soit une cubique plane, c’est-à-dire une courbe du 


troisième ordre sans point double; le genre d’une telle courbe est 
bien = 

En transportant l’origine en un point de la cubique, l’équation 
de celle-ci s'écrit 


Axi+ Br?y + Cy?x + Dyi+ax? + bxy +cy?+ax+86y—=o; 


coupons-la par une sécante, y = tx, issue de l’origine. Il vient, 
en éliminant y et supprimant le facteur x, | 


a'(A+Bi+CE+DB)+r(a+bt+ct)+a+fr=o, 
d’où, en résolvant par rapport à æ cette équation du second degré, 


(6) æ = fonction rationnelle de # et de ÿT, 


T désignantle polynome du quatrième ordre en t sous le radical. 
Par suite aussi, 


(2) y =tæ = fonction rationnelle de 4 et de ÿT. 
De même enfin, en différentiant l'expression de x, 
(8) dx = dt x fonction rationnelle de t et de YT. 


On a ainsi exprimé les coordonnées d’un point de la cubique 
en fonction irrationnelle d’un paramètre £. 
Soit maintenant une intégrale abélienne quelconque 


MONET 
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appartenant à la cubique; remplaçons-y x, y et dx par leurs va- 


leurs (6), (7) et (8) en fonction de 4, WT et dt; cette intégrale 
prendra la forme 


fete VT)dt, 


g étant rationnel en £ el WT : c’est là une intégrale elliptique, 
puisque le polynome T est d'ordre quatre; donc : 


Toute intégrale abélienne appartenant à une cubique de 
genre un est réductible à une intégrale elliptique. 


255. Courbe générale de genre un. — Soit une courbe quel- 
conque de genre un, o(x, y)—0o, de degré n. Par hypothèse, 
ses points doubles sont au nombre de 


= CR) (Ro) —1; 


considérons maintenant les courbes d'ordre n — 2,C, :,adjointes 
à la proposée, c’est-à-dire passant par les points doubles; leur 
équation générale renferme, sous forme linéaire et homogène, un 
nombre de coefficients égal à 


I I AELTE 
SG nn [Etam —t|, c'est-à-dire à n, 


puisque l’équation générale des courbes d’ordre 7 — 2 dépend 


de - (n — 1)n coefficients. 
2 


Celles des courbes adjointes C;_: qui passent par 2 — 3 points 
simples, choisis arbitrairement sur la proposée, auront donc, 
dans leur équation générale, » —(n — 3), c’est-à-dire trois coel- 
ficients, et cette équation sera, dès lors, du type 


(9) Lf1(t, Y)+2fa(r, Y) + sfa(æ, Y)= 0. 


D'ailleurs, chacune des courbes (9) coupera la proposée 
o(æ,y)—0o en trois points mobiles; car le nombre total des 
points d’intersection d’une courbe (9) et de la proposée étant 
(n—2)n, et le nombre des intersections fixes étant : 1° de 


2 EC —1)(n — 2) — | pour les points doubles; 2° de (n — 3) 


H. 17 
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pour les points simples choisis, 1l reste, pour le nombre des points 
mobiles communs, 


I ; . 

(n—2)}n—2 EC —1)(n—2)— | —(n—3), c'est-à-dire 3. 
Maintenant, à tout point x, y de la proposée o(x, y)= 0, 

faisons correspondre le point de coordonnées &, n, définies par 


_ Jar, y) “24 Leu, TA E 
AE) TEA 


UADS 


(+0) 


le lieu de ce point 6, n, lorsque x, y décrit la courbe »(x, y) —0, 
sera une courbe K, que je dis correspondre point par point à la 
proposée. 

En effet, d’après (10), à un point x, y ne correspond qu’un 
seul point £, n; inversement, il faut prouver qu’à tout point 6,7 
ne répond qu’un point æ, y de la proposée. Supposons qu'il en 
soit autrement, c’est-à-dire qu'aux valeurs 65,19 puissent répondre 
au moins deux points +, y, de coordonnées a, b et a’, b'; on au- 
rait alors 


= 


= Pr} SES Ja Ja ' vos 
mb 09 =uE (a, 0), no = re , 0") nn (a, b), 
d’où 

fita, b) _ f(a, 8) fa, ) 

102,00) NON EU FE, TACRAN 


Ces relations montrent que toutes les courbes (9) qui passent 
par le point &, b de la proposée passeratent aussi par le point a’, b'; 
elles ne couperaient donc la proposée qu’en 3 — 2, c’est-à-dire en 
un seul point mobile, et, comme leur équation renferme encore 
un paramètre linéaire, les coordonnées du point mobile s’expri- 
meraient en fonction rationnelle de ce paramètre; en d’autres 
termes, les coordonnées d'un point de la proposée seraient des 
fonctions rationnelles d’une variable, c’est-à-dire que la proposée 
serait unicursale, ou de genre zéro, contrairement à l'hypothèse. 

: Donc enfin, la pr OR et la ÉTÉ K se correspondent point 
par point. C. Q.F. D. 


Je dis RAA à que la courbe K est du troisième ordre. Cou- 
{ pons-la, en effet, par une droite quelconque À; + À: JE ner 0: 
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à chacun des points &, n, communs à la droite et à la courbe K, 


répond un (et un seul) point æ, y, commun à la proposée et à la 
courbe 


(at) lift) + fat, ) + fr, Y)= 0, 


dont l'équation a été obtenue en remplaçant 6 et n par leurs va- 
leurs (10) dans l’équation de la droite. Le nombre des points 
mobiles communs à la courbe K et à la droite arbitraire consi- 
dérée, c’est-à-dire le degré de K, est donc égal au nombre des 
points mobiles x, y communs à la courbe (11) et à la proposée, 
c’est-à-dire à {rots, puisque les courbes (11) coïncident avec les 
courbes (0). CIO RIAD: 


Dès lors, K étant d'ordre trois et correspondant point par point 
à la proposée, 1l résulte du Lemme du n° 253 que : 


Toute intégrale abélienne appartenant à une courbe de 
genre un est réductible à une intégrale abélienne relative à 
une cubique; et, par suite (n° 254), à une intégrale elliptique. 


La courbe de genre un correspondant point par point à une 
cubique, il résulte aussi du n° 254 que : 


Les coordonnées d’un point d'une courbe de genre un 
peuvent s'exprimer rationnellement en fonction d’un para- 


mètre t, et d’un radical VT, portant sur un polynome du qua- 
trième degré en t. 


Exemple. — Soit la courbe du quatrième ordre 
(12) (RE y}P=y— ax, 


qui admet pour points doubles (de rebroussement) les deux points 
circulaires à l'infini, et qui est, dès lors, de genre un. Propo- 
sons-nous d'exprimer les coordonnées, x et y, d’un de ses points 
en fonction de # et de VT. À cet effet, considérons les courbes 
adjointes d'ordre 7 — 2 : ce sont des circonférences quelconques; 
prenons celles qui passent par 7 — 3 points simples de fa pro- 
posée, par exemple, puisqu’ici 2 — 3 —7+r, celles qui passent par 
l’origine. Leur équation générale est 


(13) M&?+ Y2)+ 20 + y =0. 
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Posons, suivant la théorie générale, 


“A y 


/ ee re y 
(11) (a x? y?° Î x2+ y?° 


équations d’où l’on tire, sans même recourir à la relation (12), 


è ti pa 1 
(19) HORTRE AU TETE 


Portons ces valeurs dans (12); nous obtenons l'équation de la 
cubique décrite par le point 6, n : 
(16) (n—aë) (+ n°) =1. 


Pour exprimer £etn en fonction d’un paramètre #, nous devons 
couper la cubique par une sécante issue d’un point fixe de cette 
courbe, par exemple par une parallèle à l’asymptote réelle : 


(17) n—aË=t. 


Portant dans (10) la valeur de n tirée de (15), nous trouvons 


l'équation en Ë 


E2t(1i-a)+oalt+ti—r—o; 
d'où 
EL CV TE GER Nr avi ane 
È — = > LÉ OR A TES ETS PRE PRET 
t(1+ a?) t(1—+ a?) 


Substtuons ces valeurs dans (15), en observant que, d’après (16) 


il . 
et (19), E+n— 73 nous obtenons finalement les expressions 
demandées de x et y: 


(i+a)r=—at+yi(i+a?)— tt, (1+a?)y = P+ayt(i+a?)—t%. 


IV. — RÉDUCTION DES INTÉGRALES sil ons FRE 


256. Si P et Q sont deux polynomes en x, l'intégrale 


Pr 
(18) fers D de 
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, Fe (x ] 
se ramène, par la décomposition de pe éléments simples, à 


une somme d’intégrales des deux types 


(19) “4 
enx 
(20) fa ar = Jp. 


On calcule les intégrales du type (19) à l’aide des fonctions élé- 
mentaires (n° 234) ; celles du type (20) donnent lieu aux remarques 


suivantes. 
Appliquons à (20) la formule d'intégration par parties, en regar- 


J Ée FE I I ar 
dant == comme la dérivée de — ; il vient 
(æ— a)? p—i(æ—a})rrt 


enx ] I nm enx 
——— dx = — —_— - + ———— dx, 
(æ— a)? p—1i (r—a)r-t D ni (æ — a)r—1 


cuigrimene 4 Je On réduit ainsi Je ere Te la 


seule intégrale J,, 
enx 
(pie JADE 
FRIEND 4, 


e/ 


qu’on peut elle-même simplifier par le changement de variable 


m(r—a)=t, 


ema+t . et 
Le À, ? dt=ema [Fat 


On ramène ainsi toutes les intégrales du type (20) et, par 
suite, celle du type général (18), à des fonctions élémentaires et à 


qui donne 


LA éË . . 
l'intégrale fra qui constitue une transcendante nouvelle. 


Si l’on pose et 3, elle devient 


dz 
Îrez 


d’où son nom de logarithme intégral. 
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CHAPITRE II. 


INTÉGRALES DÉFINIES. 


I. — DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS DE L'INTÉGRALE DÉFINIE. 


257. Nous avons annoncé, au n° 193, que, si f(x) est une 
fonction continue entre x —=a et x — b, il existe une fonction 
F(x) ayant pour dérivée f(x) pour les valeurs de x comprises 
dans cet intervalle : c’est le théorème que nous allons maintenant 
établir en introduisant la notion nouvelle d’intégrale définie. 

Pour les anciens analystes, la proposition était évidente. 

Qu’on construise, en effet, la courbe y = f(x), et qu'on dé- 
signe par F (x) l’aire comprise entre la courbe, l’axe des, l’or- 
donnée fixe d’abscisse «a est l’ordonnée mobile d’abscisse x; je 
dis que F (x) aura pour dérivée f(x). En effet, si l’on donne à x 
l'accroissement Ar, l'accroissement AF, de l’aire, sera le trapèze 


(o) 


curviligne PMM'P' (is. 61). dont l'aire, comprise entre l’are 

y Ax du rectangle PMm'P' et l'aire (y + Ay) Ax du rectangle 

PmM'P', a pour expression (y + 6 Ay)Ax, 0 étant compris entre 

o el 1. On a donc | 
AP = (y.+ 0 Ày)A>, 


a AFS 
et celte relation montre que la limite du rapport Re est-à-dire 
la dérivée de F(x), est égale à y, ou f(x). 

Mais cette démonstration, dont l'importance historique a été 
très grande, est loin d’être satisfaisante : 1° parce qu’on y regarde 


CHAPITRE III. — INTÉGRALES DÉFINIES. 263 


comme acquise la notion d’aire, qui n’est pas une notion pre- 
mière; 2° parce que, en faisant usage d’un tracé géométrique, on 
suppose par là même que la courbe y = f(x) satisfait à cerlaines 
conditions (continuité, entre autres) qui ne sont pas définies d’une 
manière précise el qui ne jouent pas un rôle explicite dans le 
raisonnement. Il est donc indispensable de donner une démon- 
stration purement algébrique. 


298. Rappelons d’abord une propriété établie au n° 11 : 


Une fonction f(x) continue dans un intervalle fini ab, 
extrémités comprises, est uniformément continue entre « et b, 
c'est-à-dire qu'étant donné e aussi petit qu’on veut, on peut assi- 
gner un nombre n (module de continuité uniforme), fonction de 
e seul, tel que l’on ait 


mod[ fai) — f(æ)] <e, 


pour toutes les valeurs de x et x, comprises entre a et b, et dont 
la différence est, en valeur absolue, inférieure à *.. 


299. Notion de l'intégrale définie. — Soit une foncuon f(x), 
conunue dans l’intervalle «ab et aux extrémités de cet intervalle ; 
a et b désignent des nombres finis, et & est supposé inférieur à D. 

Sur l’axe des x marquons, à partir de l’origine O, les points 


F1S20% 
1 2 3 u 5 
(0) æ b Le 
d'abscisses entières,,æ—...— 3," — 2, — 1], 0, 1, 2, 9, ..;: 


subdivisons ensuite chacun des intervalles en deux autres égaux, 
et ainsi de suite. 

À un instant quelconque de cette opération, désignons par 
RER Da 1 Dalles OpOlnts deudiviSi0nI COMME 
entre a et b, en allant de a vers b; soient m9 le- minimum 
de f(x) entre «a et æx,, c'est-à-dire, plus exactement, la plus 
RANCE ESPACE NC ETAT 
HANTOUMEIeNLERT, Et La rl p: entre Cp ClD: 


“Ur SO01 


Considérons la somme 


S = Mo(ti—a)+ mi(La— di) ++ Ma(Lnr—LTn) ++ Mp(b—%»). 
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Je dis qu’elle tend vers une limite finie et déterminée quand le 
nombre des points de division augmente indéfiniment suivant la 
loi indiquée ci-dessus. 

En effet, puisque a << b, toutes les différences æ,11 — æh sont 
positives; si donc M désigne le maximum de f(x) entre a et b, 
il est clair que j’augmente S en remplaçant tous les » par M, de 
sorte que 


S CM(Ti—a+ da — Di+.. + ln —Tn+...+ b— x»), 


c’est-à-dire 
S<M(b— a). 


Les sommes S restent donc inférieures à un nombre fini, 
M(b— a); pour prouver qu'elles ont une limite il suffira d'établir 
qu’elles vont sans cesse en croissant, ou du moins ne décroissent 
jamais. 

Passons, en effet, d'une division à la suivante : l'intervalle 
ZnÆnss Se trouve subdivisé en deux autres; et si &, est son 
point milieu, à l'intervalle x, x,,, correspondent, dans la nouvelle 
somme 5’, les deux termes 


104 ET Tn) Si me M'(Tr+ —+ co) 


u et w/ désignant respectivement les minima de f(x) entre x, et CR 
En etTnss. Comme m, est le minimum entre x, et z,4,, un des 
nombres u, u/ est égal à m,, l’autre lui est supérieur ou au moins 
égal; les deux termes p(Ër — æn) + u(xnys — 6,) ont donc une 
somme supérieure ou au moins égale à My(Xyy1—X»), C'est- 
à-dire au terme correspondant de S. Le même raisonnement s’ap- 
pliquant à tous les termes de S, y compris les deux extrêmes, on 
voit que la nouvelle somme S' est supérieure ou au moins égale 
à 5, ce qui démontre la proposition. 

La limite des sommes S, limite dont l’existence est ainsi éta- 
blie, se nomme l’intégrale définie de f(x) entre a et b, et se 
représente par le symbole sommatoire 


b 
IPOL 
qui rappelle son origine. 


On suppose essentiellement, jusqu’à nouvel ordre, a < b. 
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960. Corollaires. — 1° Soit € une quantité. comprise entre 
æetb; je dis que 


(1) [red f'rear+ [rca 


En effet, à un instant quelconque de la division de l’axe des x, 
désignons par Zi, Ze», ..., æ4 les points de division compris 
PROC CU CE Da Te 1... Ch CEUXICOIMNIIS ENT CRCA LC 
sommes dont les limites définissent respectivement les trois inté- 
grales de la formule (1) sont, à l’instant considéré, 


S = Mo(Ti—@) +... + Mao(Tar1— Lg) +... + Mp(0 — >), 
Si Mp(F1. A) +...+ Mmy(C— Ta), 


/ !! , . ere 
y Pt, étant respectivement les minima de f(x) entre 
inde Cho iceuTr/mnOnen tre 


My, M 


S — Si — Se = M(Tqr1 — Lg) — MC — Ty) — MG(Xgrni—0cC); 
d’où, si M, est le maximum du module de f(x) entre a et b, 
mod S —(S1+ S2)] << Mo(Tyr1 — fg + € — Ty + Tri — CC), 


c’est-à-dire 
< 2Mo(Tg1 — Ta); 


el, comme Zyy1 — &Q à pour limite zéro, il en est de même de 
S —(5S,+ S2), ce qui établit la formule (1). 
De même, en supposant 


LOUE UE DT D; 


b c d e b 
Îl = 1 || + f. ++ f 
a a Cara d l 


2° SiM est le maximum et m le minimum de f(x)entre aetb, 
on augmente la somme S en remplaçant les m, par M, et on la 


on à 


diminue en les remplaçant par m; donc, en passant à la limite, 


b 
m(b— a)= Î(æ)dx<M(b— a) (ED, 


« 
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ce qu'on écrit 
; 
IMOLETUSE) 


u étant intermédiaire entre m et M. 

Comme d’ailleurs /(æ) est continue, elle prend, entre x = a 
et æ—b, la valeur u, qui est comprise entre son maximum et son 
minimum (n°8), de sorte que 


b 
IMPORT) 
« 
& étant une valeur comprise entre & et b. 


261. Définition plus générale de l'intégrale définie. — Suppo- 
sons toujours a << b; sur l’axe des x marquons arbitrairement, 
entre a et b, et en allant de a vers b, des points &,, &, ..., Æp: 
et, dans chaque intervalle æ,%»4,, prenons un point arbitraire En. 

Considérons la somme 


s—(æ—a)f(Eto) + (Ta — di) f(E1) +... 
+ (Tari — Æn) f(En)+e..+(b — Th) J(Ep). 


Si l’on multiplie le nombre des points de division suivant une 
loi quelconque, de manière que tous les intervalles æyZny: 


b 
tendent vers zéro, je dis que 5 a pour limite l'intégrale jf CAE 
€ 


définie tout à l'heure. 
Comparons en effet os à l'intégrale : celle-ci peut s’écrire 


(n° 260, 1°) 


b AA Le Ln+1 
Î f)ar= f + f il En 
SANTE SAGE DS 27 CG D CH € 


de sorte que 


b 


ho [ fe) de = 3] Came 2 A) — fl 


ea ST 


Or, d’après le n° 260, 2°, 


Un+1 


HÈTD) ChACAE FETES Zn) (ER): 
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Cn étant compris entre Zy41 et #,; de sorte que 
b 
AE Î J(æ) dx = E(Tnr1— Zn) (En) — f(En)]: 
- «a 


Mais la fonction f(x) est continue, et par suite uniformément 
continue entre a et b; elle a donc, dans cet intervalle, et pour un 
nombre donné s, un module de continuité uniforme n(e). Comme 
d’ailleurs chacune des subdivisions æ,æ»,, tend vers zéro, il 
arrivera un moment où toutes ces subdivisions seront inférieures 
à n(e) : alors, en vertu de la définition même de la continuité 
uniforme, toutes les quantités f(Ë»)— f(Gr) seront inférieures à 8, 
en valeur absolue, puisque &, et 6, sont compris tous deux dans 
un intervalle, xyT»41, inférieur à n(e). 

On aura donc 


b 
mod |: — Î LCR ar] (Tir Li c’est-à-dire <i(b— a), 
 « 


ce qui prouve bien que 5 a pour limite l'intégrale 


b 
10 Frida CON FA. 
«t 
262. Extension. — Tout ce qui précède suppose ab; pour 


b 
ab, on définit l'intégrale [ f{(æ)dr par la relation 
Le 4 à 


[ ftæ)dr, 


a}, 


[ rcœ)dr == 


b 
et l’on en déduit que f f(æ)dzx est, quel que soit l’ordre de 


ect 


orandeur de a et de b, la limite de la somme 
(2) E(Tar1 - Tn) (En) 


OÙ Li, Los +.) Lns Tn1 -. SOnt des points de division arbitraires 
entre & el b, écrits dans l’ordre où on les rencontre en allant 
de a vers b. Car si a < b, c’est l'énoncé du théorème précédent; 


[ed 
SG D Hhinltéprale { est, d’après ce même théorème, la limite 
0 
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: 
de E(Tn—Zns1) f (En), et par suite ÿf est la limite de la somme (2), 


a 


qui est égale et de signe contraire à la précédente. 


963. Corollaire I. — On a, quel que soit l’ordre de grandeur 


b C b 
Îl /\w)ar= f + 1 ; 
a 4 Eric 


Car si a <'c<b, la proposition a été établie au n° 260; si 
l’ordre de grandeur est autre, par exemple ss a<b<c,;ona 


dé r0 C; 


C b C b C Û Æ 0 
EE < d'où Teens 
a a D a Va Et, a PTE 
CLOUE JL 
Corollaire II. — On a de même, en désignant par »m le minimum 


et M le maximum de f(x) entre a et b, 


b 
ne [ FE) de = Mb an 


CET 
lorsque a << b (n° 260, 2°). 
Au contraire, si a => b, en écrivant les mêmes inégalités pour 


[e4 
ik et en changeant les signes, on a 
e/ b 


ee a)2 [ f(x) dr Mb ER), 
lorsque & >> b. 


Mais, dans tous les cas, l'intégrale est comprise entre M(b— a) 
et m(b — a), de sorte que 


b 
JF) de = p(o— 0 


a étant intermédiaire entre m et M; c’est ce qu’on nomme le 
Théorème de la moyenne. 
On peut écrire aussi, puisque la fonction continue f(x) atteint, 
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entre & et b, la valeur y (n° 8), 
b 
J ft) de = (6 —«) jte), 
«a 
ce étant intermédiaire entre & et b. 


Corollaire III. — Si, entre æaet b,ona 
px) < f(x) <Y(x), 
on en déduit, en supposant a < b, et par suite #4, — x» > 0, 
D(En)(Tn+1—Ln) < f(En)(Enx1 — Ln) < (Er )(Tnu Un); 


d’où, en faisant la somme et passant à la limite, 


b b b 
f etr)ar< [ Jterdr< [ vx) CL EON 


OL L 


Si a >> b les inégalités seraient renversées. 


Corollaire IV. — L'intégrale d’une fonction émpaire f(x), 
entre deux limites égales et de signes contraires, est nulle. 


En effet, les deux éléments f(x) dx et f(— x) dx se détruisent, 
puisque f(— x)=— f(x). 

Au contraire, si /(æ) est une fonction paire, les deux éléments 
s'ajoutent, et l’on a 


264. Remarque. — IL est indispensable d'observer que l’exis- 
tence de l'intégrale définie n’est établie qu’à deux conditions; il 
faut : 


1° Que la fonction f(x) soit continue dans le champ d’intégra- 
tion, c’est-à-dire de a à b, et aussi pour x — a, x — b. 

2° Qu’aucune des limites & et b de l’intégrale ne soit infinie; 
car on a essentiellement supposé que M(b — a) était fini et que 
e(b — a) avait zéro pour limite quand e tendait vers zéro. De plus, 
la continuité uniforme, sur laquelle on s’est appuyé au n° 261, 
n'existe sûrement que dans un intervalle fini (n° 11). 
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Si donc on veut étendre la notion d'intégrale définie au cas 
d'une fonction non continue ou au cas d’un champ infini, une 
étude nouvelle sera nécessaire. 


965. L'intégrale comme fonction de ses limites. — (Consi- 
dérons un point quelconque, y, compris entre a et b; l’intégrale 


14 
il f(x) dx estune fonchon de y, soit F(99°Jedis que FH) 
est continue dans l'intervalle «ab et a pour dérivée /(y). En effet, 
d’après les corollaires I et IT du numéro précédent, on a 


y+A y y+h 
F(y+4)—F(y)= f(æ) dx — 42 f(æ)dx = fæ)dx = hf(n), 


« a Yÿ 


n étantintermédiaire entre y et y +. Or mod f(x) a un maximum, 
M, quand x reste dans l'intervalle ab, de sorte que l'on a 


mod[F(y+h)—F(y)]=:M4, 


inégalité d’où l’on déduit immédiatement la continuité de F(y). 
D'autre part, on peut écrire 


F h)-F 
tee "? O1) = f{n): 


or r est compris entre y et y + h, et l’on peut prendre À assez 
petit, en vertu de la continuité de f, pour que f(n) reste compris 
entre f(y)—eet f(y)-+-e, es étant aussi petit que l’on veut : il 
en résulte, en passant à la limite, qu’on a 


im FEES | RAGE 
k h=0 


c'est-à-dire que la dérivée de F(y) est f(y). 
Sous une autre forme : La dérivée de l'intégrale f Aa 
. [44 
par rapport à la limite supérieure, b, est f(b); la dérivée par 
b a 
rapport à la limite inférieure, a, est — f(a), car ii = — f | 
a b 
266. Corollaire. — Toute fonction /(y), continue dans un 


intervalle &b, est la dérivée, dans lemême intervalle, d'une fonc- 
tion F(y), continue dans cet intervalle. 
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b 
267. Remarque I. — L'intégrale f f(x)dzx est une fonction 
«a : 


de «a, de b et des paramètres qui peuvent figurer dans f(x); mais 
elle n’est pas fonction de la lettre +, par rapport à laquelle on 
effectue la sommation; de même, la somme Yx?, étendue aux 
nombres entiers de x à N, n’est fonction que des limites n et N. 


b b 
Par conséquent, les deux expressions Îl He} d'tet j fu) du 
(44 a 
désignent une même quantité. Souvent on rencontre des intégrales 
L 
de la forme 11 f(x) dx : il ne faudra pas oublier que la lettre x 
« 


joue là deux rôles différents, ce que l’on voit nettement en écri- 


a 
vant l'intégrale f {(u) du. 
«a 


Remarque II. — Il résulte du corollaire précédent que toute 
fonction continue a une fonction primitive, tandis qu’elle n’a pas 
nécessairement une dérivée (n° 12, remarque). Ce fait inattendu 
mérite d’être signalé. 


b 
Remarque III. — Supposons, dans l'intégrale fl HIT 
(«A 


que b tende vers a. L'intégrale, en vertu du théorème de la 
moyenne, est égale à (b— a) f(c), où c est intermédiaire entre 
a et b : à la imite, f(c) tendant vers f(a), et (b — a) vers zéro, 
on voit qu’une intégrale dont les limites sont égales est nulle. On 
aurait pu le déduire directement de la définition même de l’inté- 
orale définie. 


II. — CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


268. Formule fondamentale. — Supposons trouvée une fonc- 
tion F(x), ayant pour dérivée f(x); d’après le théorème du n° 265, 
les deux fonctions de b 


b 
F(b) et J fee, 
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ont même dérivée; elles ne diffèrent donc que d’une constante, 
en sorte que 


b 
jf FX) de = F(P) 0: 


On détermine C en faisant b = à : le premier membre étant une. 


A 


intégrale définie à limites égales est nul, et il reste C — F(a). 
Donc 


b 
(1) Î ftx) dr = F(6)—F(a), 


formule fondamentale pour le calcul des intégrales définies. 
Si dans cette relation on remplace b par æ, on voit que la fonc- 


uon primitive F(x), c’est-à-dire l'intégrale indéfinie f/(æ) de, 
n’est autre chose, à une constante près, que l’intégrale définie 
[ fx)de, où la limite supérieure est +, et la limite inférieure 
tes Cette analogie justifie le nom d’iéntégrales donné 
aux fonctions primitives, et le symbole J Ze) dx adopté précé- 


demment pour ces fonctions. 


269. Remarque. — Dans la formule 
b 
[ f(æ)dx = F(b)—F(a). 


F(b)et F(a) sont les valeurs que prend, en a et b, une des fonc- 
tions F(x) qui ont pour dérivée f(x); la variable x allant de 
a à b, la fonction F(x) varie, d’une manière continue (n° 265), 
de F(a) à F(b), et il ne peut y avoir dès lors aucune incertitude 
sur les valeurs à adopter pour ces deux quantités, même dans le 
cas où F(x) aurait des déterminations multiples. 


T 
———,;prenons pour (æ); 


b 
Exemples.— 1° Soit l'intégrale 4 
7 


ici arc tangæ, la valeur de l’arctang qui s’annule pour x — 0, et 
faisons varier æ de o à Ho d’une manière continue : la fonction 


e .« . « TC 
arc tangæx variera d’une manière continue de o à + + et par 
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suite F(a) sera celle des valeurs de arctanga qui est comprise 
T T 3 ”. 

entre — et +; même résultat pour F(b). Si donc on désigne 


. T Fl 
par le symbole Arc tang un arc compris entre — SE. 00 


aura 


b 

dx 

dl = Arc tangd — Arc tang a. 
PAIE dE 


b 
’ L 2 ? dx 
29 De même, étant donnée l’intégrale J —— — 
« Vi éd Le 
exige que & et b soient compris entre — 1 et +1, la fonction 
F(x) est arcsinx. Prenons pour F(x) la valeur de l’arc sin qui 


s’annule pour x — 0, et faisons varier x de o à 1: F(x) variera 


, où la réalité 


de o à = et par suite F(a) et F(b) seront les valeurs de 


L] L1 L T T 
arcsina et de arcsinb comprises entre — Fe CHE A On aura 
donc, en désignant ces arcs par le symbole Arcsin, 


— Ârc sin bd — Arc sin a. 


“a dx 
7 VIi— x? 


4 
L] lx . L2 
3° Soit à calculer 10 ——. La fonction F(x) est log x. Si 


l’on prenait F(x)=—logx, entre t—— 92 et x ——1, on aurait 
pour logæ des valeurs imaginaires. On évitera cette difficulté en 
prenant F(x)= log(— x), fonction qui est réelle et déterminée 
sans ambiguïté dans l'intervalle considéré, et l’on aura alors, 
en vertu de (1), 


—1 
dar 
— = logi—log2 = —log2. 
T 


2 


270. Les procédés généraux de calcul indiqués pour les inté- 
grales indéfinies s'appliquent aux intégrales définies. Par exemple, 
si l’on a 


f(æ)=g(rz)+4(z)+..., 


on en déduit évidemment, en vertu de la définition même de 
H. 18 
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l'intégrale définie, 


fre de= ['etmdr+ ['ymdes.s 


c’est le procédé de décomposition en éléments simples. 


De même, la formule d’éntégration par parties subsiste; car 
de l'identité 
! fl ! 
Chr) 


on déduit 
b b b 
f Gerde= | J'odr+ [ jade. 


Or le premier membre, en vertu de la formule fondamentale (1), 
est f(b)o(b)— f(a)o(a), ce que l’on écrit plus simplement 
(f#)a3 donc 


On établirait de même la formule du changement de variable 
dans les intégrales définies; mais il est préférable, pour la rigueur, 
de faire la démonstration en s’appuyant sur la définition même de 
l'intégrale, plutôt que sur son lien avec l'intégrale indéfinie. 


| b 
271 Changement de variable. — Dans l'intégrale J HERVE 
[42 
remplaçons + par une nouvelle variable £, en posant 
œ = q(t); 


il s’agit d'obtenir l’intégrale transformée en t. 
Soient «& et 8 les valeurs de £ qui correspondent aux valeurs 
a et b de x; on supposera : 


1° Æssentiellement, que la fonction w(t) et sa dérivée o/(#) 
sont déterminées et continues dans l'intervalle 48 ; 

2° Provisoirement, que +'(t) garde un signe constant dans le 
même intervalle. 


2 
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Faisons maintenant varier { de & à $, en passant par des valeurs 
successives 


MR en ln tnt AR De 


D'après les hypothèses, v/({) étant toujours de même signe 
entre « et $, la fonction ow({), c'est-à-dire x, varie toujours dans 
le même sens de (a) à w(f), c’est-à-dire de a à b; par suite, aux 
valeurs ci-dessus de £ correspondent, pour x, des valeurs 


&, T1; To, .…. ln; T n+1) CHIC | b, 


qui seront rangées par ordre de grandeur croissante ou dé- 
croissante, selon que b > a ou b< a. 
D'ailleurs on a, en vertu du théorème des accroissements finis, 


Tn+41— LTn = O(Enr1)— O(În) —= ( En+1"— tn) D'(Tn); 


Tr étant compris entre é» et fpyye SOI E, la valeur de x qui cor- 
respond à é—"7,; elle sera, d’après ce qui précède, comprise 
entre Æn et Ær41. Multiplions les deux membres de la relation 
précédente par f(£,), c’est-à-dire par f[o(r,)], et ajoutons toutes 
les relations analogues, obtenues en faisant varier n; 1l vient 


(End el Ci > Ito(rr)] (En+1 — ln) D'(Tn): 


A la limite, en faisant tendre vers zéro les intervalles #,,, — 4», 
et par suite les intervalles æ,,, — x», on aura 


| 
(2) [ feare [| fete (o ae 


C’est là la formule du changement de variable; « et B sont les 
valeurs de £ qui correspondent aux valeurs & et b de x. 


Affranchissons-nous maintenant de la restriction provisoire rela- 
tive au signe de +/({), et supposons, par exemple, que, £ allant 
de « à B, w’(t) change de signe pour les valeurs #— y et 6 — à; 
soient cet d les valeurs correspondantes de x, c—v(y), d=vw(à). 

La formule (2) est applicable dans chacun des intervalles 
y, yà el 0, puisque dans chacun d’eux +'(t) garde un signe 
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constant; on a donc 


c Y 
PO RP OOEON 


d’où, en ajoutant, et quel que soit l’ordre de grandeur des quan- 


uités a, b, c, d'(!) (n° 263, Corollaire I), 


o 8 
(2) Î ft)ar= [ Te (0)] 8"(6) dt. 


Donc : 


Rëcze. — Pour faire le changement de variable, remplacer 
dans l'intégrale x par o(t), dx par o'(t) dt, et prendre pour 
nouvelles limites les valeurs de t qui correspondent aux an- 


ciennes limites de x. 


272. Il faut, en appliquant cette règle, prendre garde aux valeurs 
multiples que peuvent avoir parfois £, w(t) ou v'(t) pour une 
même valeur de x ou de £. 


+1 
Par exemple, dans l'intégrale f dx, égale à 2, posons x=t 


1 


3 . 
3 > prie ré 3 RE 4 4 4 
La fonction &(#)= 1° et sa dérivée, -W/4, étant continues, la règle 
2 


3 
2 


peut s'appliquer; or, pour x—æ#1, la relation x?— #* donne t—1, 


c’est-à-dire é —1. 
On aurait donc, en appliquant sans discernement la formule (2), 


+1 13 
f ET = ÿt dt = 0, 
—1 e/ 1 ? 


car la seconde intégrale a ses limites égales. 


(:) Il peut se faire que les quantités c ou d sortent de l'intervalle ab; pour 
que la formule (2) soit applicable, il faut que f(æ) soit continue, non seulement 
entre a et b, comme cela doit être, mais entre la plus grande et la plus petite 
des quantités à, b,c, d. En d’autres termes, f(æ) doit être continue pour toutes 
les valeurs de æ =vw(t) qui correspondent aux valeurs de £ comprises entre 


a et À. 
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, 9e 3 Fr 3 
L'erreur provient de ce que, en écrivant dx — : Vt dt, on doit 
choisir le signe de ÿ/£ de manière que dx soit positif, puisque 


+ 
æ croît de — 1 à +1. Or, + allant de — 1 à o, €, égal à (x?}°, 
va de 1 à o, et dt est négatif; on doit donc écrire 


dx = — - V't dt, 
DT — 0: 
Au contraire, x allant de o à 1, € va de o à 1, et dt est positif; 
donc 
dx = + ; V£ dt, 
det—0oa/— Tr. 
La formule exacte est donc 


1 


Vidt=3 [ Troie 


0 “0 


Î 
| 
y 
= 
sn. 
_ 
+ 
D Hc 


273. Formule de Wallis. — On fera, dans la suite du Cours, un 
fréquent usage des procédés de calculs indiqués ci-dessus; aussi 
se bornera-t-on ici à une seule application. 

Considérons l'intégrale 


ri sin” dx. 
0 


On peut écrire, en intégrant par parties, 
a 


2 
In — f sin”—1x(sinx dx) 
0 


_ T 


= 
. 2 Cr 
=—(sin#1x cosx), +(m— 1) f sin"—2x cos?x dx. 
0 


e 
Si m est supérieur à 1, le terme tout intégré s’annule aux deux 
limites; quant à la dernière intégrale, en y remplaçant cos?x 
par 1 — sin?x, elle s'écrit 1»_2 — 1,,. On a donc 


7 (m x 1) (Im—2 — I»), 
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c’est-à-dire 


(3) ln = IE 


Supposons maintenant 77 entier; cette relation de récurrence 
permet de ramener L, 1,, . .., L, à D et ls, T5; ..., 1:,,4 à 14: 


On a ainsi 
2D-- V2 D 


LL, = e = ],. 
+ 2p 2pPp—2 Dal 
I EPURER SOUPE RERERENT 
UT ER FT 5 Ha 
Or 
= T ue 
2 TT 2 R 9 
k= f dr = —) te sinæ dx =(— cosx), =1. 
s 
0 0 
Donc 


ce qui donne la valeur de I, pour m entier et positif : on peut 
déduire de là une formule remarquable. Divisons en effet membre 
à membre les deux dernières relations, 1l vient 


— . 


2.2 4.4 6.6 D D-2p Lh 
5 5.7 (2p —1)(2p +1) lp 


Or il est aisé de trouver une limite supérieure et une limite 
inférieure du rapport L,, : L:,,1. En effet, il est clair que les inté- 
grales 1, décroissent quand 7» augmente, car, æ étant compris 


TT . . Ter 
entre 0 et =; sinæ est compris entre oO et1, de sorte que l'élément 
de l'intégrale, sin” x dx, diminue lorsque m croît; donc (n° 263, 3°) 


À L p+1 < Lp < Lp—1; 
c’est-à-dire 
Lp L2 p=1 


LES 


Lp+1 L p+1 


Or, en vertu de la formule (3), le dernier rapport est égal 
, 2Pp HI à 1 
à <——— ; par suile 
A 


IF 1 
É < ren <U1 + — ; 
2 p+1 2pP 
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A S ’ 1: u . 
d’où il résulte que le rapport =? tend vers 1, pour p infini. La 
2-61 


relation (4) donne donc, si l’on passe à la limite, 


T dut d) 0:06 DS OP 
2 MO D TND II HER CIE 


lorsque Pp tend vers l'infini par valeurs entières et positives. 
Cette formule remarquable est due à Wallis (1655). 


III. — AIRES PLANES ET ARCS DE COURBE. 


1° Aires planes. 


274. On a vu au n° 257 comment les anciens Analystes éta- 
blissaient une liaison entre les aires planes et les fonctions pri- 
mitives, ou les intégrales définies; mais on a fait observer à ce 
propos que la notion d’aire n’est pas une notion première, etil 
importe avant tout de la préciser. 

La Géométrie élémentaire ne définit directement que les aires 


des figures composées de droites; les aires terminées par des arcs 
de courbe seront définies comme des limites, de la manière sui- 


vanLes, 


Considérons (axes rectangulaires) la courbe y = f(x), et les 
droites æ — a, x — b; marquons sur Ox, en allant de a vers b, 
LOSC OR es Cp: L'air COMpRISeNCntre fa 
courbe, l’axe des x et les deux ordonnées extrêmes a et b (fig. 63), 
sera par définition la imite (si elle existe) de la somme des aires 
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des rectangles x,Mmx,,1, c’est-à-dire de la somme 
(Z) Z(Tnr1—Tn)f(Tn), 


quand toutes les bases des rectangles tendront vers zéro. 
Or cette limite existe; c’est précisément (n° 261) l'intégrale 


b 
définie 1 f(x) dx: en d’autres termes, au lieu d'admettre avec 
«a 


Newton l'existence a priori de l’aire et d’y rattacher l'intégrale, 
on définit l’aire par l'intégrale, l'existence de celle-ci ayant été 
préalablement établie par l'analyse. 

Les deux méthodes conduisent à la même conclusion : l’aire 


b 
considérée ci-dessus a pour valeur fl f(x) dx, en observant 
a 


toutefois que l’élément (x,,,— xr)f(xn) de la somme (E) a le 
signe +, lorsque (æ,,, — æ,)et f(x,) sont de même signe, et le 
signe — dans le cas contraire. En d’autres termes, si a < b, les 
parties de l’aire situées au-dessus de Ox, correspondant à 
f(Æn)> 0, sont comptées positivement, et celles situées au- 
dessous, négativement; le contraire a lieu si a > b. 

Si la courbe est donnée sous forme paramétrique, x = »(t), 
y = Ÿ(t), l’aire comprise entre la courbe, l'axe des x et les deux 
ordonnées qui correspondent aux valeurs #, et {,; du paramètre 


est 
ti 
y Gar= [ Y(E)g'(0) dt. 
7 

275. Si l’on a à calculer l’aire d’une portion quelconque du 
plan, on la divise en aires partielles, telles que le contour de 
chaque aire soit rencontré en deux points, au plus, par toute 
parallèle à O y. 

Soient alors y,(x) et y2(x) (fig. 64) les coordonnées des deux 
points où le contour C de l’aire est coupé par la droite X = x, 
(Y25> y1); a et b les abscisses des parallèles extrèmes à Oy qui 
rencontrent le contour. 

L’aire enveloppée par le contour C est la différence des deux 


aires a AMB b et a ANBb; elle a donc pour valeur 


b b b 
A= f yde— f[ yide= [ (G-ror. 


* 
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On aurait pu l'écrire directement, en observant que (y: — y1)dx 


est évidemment la valeur ae de l’aire ombrée (fig. 65) 


_ 


æ x+dx 


comprise entre le contour et les droites X = x, X = x + dx. 


276. Axes non rectangulaires. — Si les axes de coordonnées 


font (fig. 66) un angle 0, l’aire an entre la courbe y—=f(x), 


IT 


LITE L+ALC 


l’axe des x et les deux droites x = a, x — b sera 


b 
sin0 f vd; 
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car le parallélogramme ombré a pour aire 


sinÔ y dx. 


277. Coordonnées polaires. — Soit o —/f(w) une courbe; 
l'aire OMM' (5.67), comprise entre un arc MM' de cette courbe 


Fig. 67. 


etles deux rayons vecteurs qui font avec O x les angles w et w+dw, 


a pour valeur principale l’aire du secteur circulaire OMP, c’est- 
A 3 I € Q ’ 2 4 ® id 3 
à-dire ; ?° do : car la partie négligée, l’aire MPM', est évidem- 
ment du second ordre par rapport à dw. 


Ainsi, en appelant & (fig. 68) l’aire comprise entre la courbe, 


Fig. 68. 


un rayon vecteur fixe OM, d'angle polaire w,, et un rayon vecteur 
mobile OM, d'angle polaire w, on a 


I 
de 02, 
» 


d’où 


(1) = f ep? du, 
aus 
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car les deux membres, ayant même différentielle par rapport à la 
variable indépendante w, ne diffèrent que d’une constante; celle-ci 
est nulle, puisque ç et l'intégrale s’annulent pour © = wo. 


Exemples. 
278. Ellipse. — L’aire ombrée (jig. 69), comprise entre les 
axes Ox, Oy, l’ellipse - + 7 —1—=0, et la parallèle à Oy 


d’abscisse x, est 


(2) Ai f ref Va? — x? dx. 
0 


240 


On a ainsi à intégrer un radical de la forme Vax? + 2 6x + “e 
on pourrait appliquer la méthode générale du n° 213; il sera plus 
simple de suivre la méthode de réduction des intégrales h yperellip- 


Fig. 69. 


tiques (n° 242). On a ainsi, en faisant passer le radical au déno- 


minateur, 


——— a? — x? æ°? dx 
fva-sd = de = a [TE + 
Va— x? = Va — x? 
Au dernier membre, la première intégrale est (n° 194) 


RC 
a? Arcsin- ; 
a 


pour réduire la seconde, partons de l'identité 


PE) ae 7 UE CR 
= TE 


d’où, en intégrant, 


dr a? dx 


Verne Var: 


; xVai— x?= a? 


284 DEUXIÈME PARTIE. — PRINCIPES DU CALCUL INTÉGRAL. 


c’est-à-dire 


æ? dx 
ir  rVar— x— 


(4) PE rs A — 


Donc finalement, en portant cette valeur dans (3), 

a? dx M = 

(5) Var rire UNE PES 
2 Va? — x? 2 


et par suite, d’après (2), 


24€ 0 


b AR” ——\x b te ————— 
A= —{a?Arcsin- +xya?— x?) — = (are sin + xya— x? ). 
n 


Le second terme de A est l’aire du triangle OMP; donc le 
premier terme, 


ab M 
— Arc sin —» 
2 a 


est l’aire du secteur elliptique BOM. 
L’aire du premier quadrant, OBA, de l’ellipse s'obtient en 
faisant, dans À, x — a; on a ainsi 


aire OBA — LÉ 


9 


formule bien connue. 


279. Remarque. — On aurait pu calculer l’intégrale 
fv a?— x? dx 


par une voie plus courte, en posant x = asint; d’où 


a — 2 
J vases dx = at foot dt = À [ (+ c0s20) de 


a? I a?., ‘ 
mie E(e+ sin2e) = 2 + sinécost), 


F1 


SUN æ Le 
et, en remplaçant L'par arc sin —; siné par —; Ccosé par bn 
a a a? 


«a? ————— 
= arc sin? + © = Var— x, 
2 


comme on l’a trouvé plus haut (5). 
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280. Hyperbole. — L’aire du segment AMP (fig. 50), compris 

entre l’hyperbole _ — — 1, l’axe transverse et l’ordonnée MP 
d’abscisse æ, a pour expression 


A=f yat f Vz?— a? dx 


Appliquons encore, pour calculer cette intégrale, la méthode de 
réduction, en écrivant d’abord 


| x? — a? dx æ? dx 
fs x?— a? dx = [de = 0 [+ EE 
Var? a? Va? — a? Vr?— a? 


Fig. 70. 
ÿ 
M 
[= 
O A Z 


Au premier membre, la première intégrale est (n° 194) 
log (æ +ÿx2— a); 
pour réduire la seconde, partons de l’identité 
a 2%2— a? 


(xx a) = Var? LE ——" , 


Va? — a? Vr?— a? 


eV 20 [EE a [EE — 
Va— a? x? — a? 


On en conclut comme plus haut la formule, analogue à (5), 


(6) INR LTD 5 


x 1. b AT 
ce qui donne, en multipliant par =; et prenant l'intégrale entre 


d’où 


a et x, 


«a 


EEE) 


b 
A —|xyx?— a2— a?log 
24 
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On peut observer que le premier terme de À est l'aire du 
triangle OMP ; donc le second terme, changé de signe, 


est l’aire du triangle curviligne OAM. 


281. Parabole. — La parabole, rapportée à son foyer, F, et à 
son axe, à pour équation, en coordonnées polaires, 


P 
Tr Cosue 


p — 


l'aire ombrée FAM ( fig. 71), comprise entre la courbe, le rayon 


Fig nr 


vecteur FA du sommet et le rayon vecteur FM, d'angle polaire w, 


a pour valeur, d’après la formule f= p° dw du n° 277, 


Vel duw cEf" du 
21 MCE COS MIE REA 


M 
4 sin* — 
2 


AU ES ; : Sn 
On a à intégrer une fonction paire de sin—; on posera 


donc (n° 230, 1° x 


tan 78) t w — 2arctang ét du — 2 dt 
S St0e 2 = St, mére 2°? 
d’où 
do adt (1+42}? 
ae 5 0 1 + (2? dt 
D 
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ce qui donne finalement 


(O) 
3 tang? SE 


12 


FAR 
12 


u) 
tangis 


2° Arcs de courbe. 


282. Courbes planes. — Soit une courbe plane, définie para- 
métriquement, en coordonnées rectangulaires, par 


æ=o(é), y =Ÿ(t); 


considérons deux points &, et À de cette courbe, correspondant 
aux valeurs £{, et T du paramètre, et supposons que les fonc- 
tions w(£) et d(£) soient continues dans l'intervalle 4, T, extrémités 


H18 72. 
Xp 


Œa 


(221 


Æo 


comprises, ainsi que leurs dérivées premières. Admettons de plus 
qu’à un point de la courbe, entre à, et À, ne réponde qu’une valeur 
du paramètre £: 1l en résulte que, si £ varie d’une manière continue 
et toujours dans le même sens de 4, à T, le point correspondant 
de la courbe va, d’une manière continue et toujours dans le même 
sens, de &, à A. 

Cela posé, marquons sur la courbe, en allant de à, vers À, des 
points arbitraires &@,,@, ..., @h; je dis que le périmètre du poly- 
gone oi 2... 4h À tend vers une limite déterminée, quand le 
nombre des côtés de ce polygone augmente indéfiniment, chacun 
d’eux tendant vers zéro. 

Soit en effet £, la valeur de & qui correspond au sommet &,; le 
CÔtÉ An@n41 à pour longueur 


dn ln+1 — VLe (Ent) — PCEn)P+TY (En) — Y(CEn)/?, 


c'est-à-dire, d’après le théorème des accroissements finis, en 
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désignant par 0 et + deux valeurs comprises entre {, et t»,1, 
An An+1 —= (ên+1 7) Vo2(0) 2= ET Ge ) 


Si 4 était constamment égal à +, la somme Ea,a»,, aurait pour 
limite (n° 261) l'intégrale définie 


4 
(1) Je CHOETAOT 


nous allons montrer que telle est en effet la limite, quels que 
soient Ü et + entre #, et {»,1, en admettant, bien entendu, que 
v'(t) et Ÿ/(£) soient continues de = t9 à t =T. 

L'intégrale (1) étant la limite de la somme 

E(En+1— tn)Vo'2(0) + w2(6), 
tout revient à prouver que la différence 
DD (th tn)Vo2(8) + U'2(T)— Z(tnr1— tn)Vg2(80)+%'2(8) 

a pour limite zéro. On peut écrire cette différence 
(2) D = E(tnri— tn)| Ve 2(6)+ V2) —V92(6) + Y2(6)]. 


La fonction d'?(£) étant continue entre #, et T, est uniformé- 
ment continue dans cet intervalle et admet, pour tout nombre e, 
un module de continuité uniforme n(e) : si donc les différences 
nya — tn Sont, en valeur absolue, inférieures à n(e), on aura 


mod[®'?2(7)— #'2(0)1< €, 
ou, sous une autre forme, . | 
Var) = (8) +%e, 
k étant compris entre — 1 et +1; par suite 


Vr2(0)+42(r) —V92(0)+92(0) 


(3) RE. 2. CURE RO NÉ TEE 
(= pp 2(0)+ Y2(0) + ke —ÿ92(0) + 42(0). 


Or on a évidemment, en désignant ®/?2(0)+ d/2(0) par À, 
VARNE VA VEE 


sk > 0; 
VA CNRS CEV EURE, 
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si À < o.: il suffit, pour vérifier ces inégalités, d'élever au carré 
les deux membres de chacune d'elles. Il vient donc, dans tous les 
cas, 

mod(yA + #e — VA)<ÿmodÆe, 


c'est-à-dire 
mod| o2(6)+ Y2(0)+ 4e —4/22(0)+ 92(0)]£mod£e £ ÿ2. 
En vertu de (2) et de (3) on a alors : 
mod à Ve ee — th), c’est-à-dire EUeCE — to), 


et par suite à a bien pour limite zéro. 


Donc le périmètre du polygone aça;a:...A a une limite 
déterminée, qui est l'intégrale (1), et cette limite se nomme Îa 
longueur de l’arc açA. Ainsi 


(4) arc &p À — 1 Vz +7 dt. 


e LAS 


283. Expressions diverses de l’arc. — Soit s l’arc de courbe; 
supposons que l’on prenne pour { l’abscisse x, ce qui donne 


on alira 


æo et X étant les abscisses des deux extrémités de l'arc : mais, 
d’après le n° 282, il faut, pour que la formule s'applique, que l’or- 
donnée y de l’arc considéré n’ait qu'une valeur pour toute valeur 
de x comprise entre x, et X, c’est-à-dire que l’arc n’admette pas 
de tangente parallèle à O y. 

Démèéme St—7y, 


. 
= [ Vi+ x dy. 
dei 1 


En coordonnées polaires, on a : 
DI==101C08 0, Da 0'sin ur 


étant une fonction donnée de w, p(w). Si nous supposons {=w, 
Le 


19 
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nous aurons 


æ'(w)= p'(w)cosw—psinw,  y'(w)= p'(w)sinw + p cosw, 


d’où, pour l'expression (4) de l’arc, 


Q 
= f Ve? + pb dw, 


7 Wo 


w, et Q étant les angles polaires des extrémités de l'arc. 


281. Courbes gauches. — Pour une courbe gauche définie 


paramétriquement, 
DM), VI MAT), EST) 


en établirait de même sans difficulté que l’arc, considéré comme 
limite du périmètre d’un polygone inscrit, a pour expression 


t 
4 1 Vz'?+y?+ 224, 
to 
lo et é étant les paramètres des extrémités de l'arc; ce qu’on écrit 
dx (Z 2 dz \? 
— — de. 
Le [VE (2) +(2) ÉD d 
Dérivons par rapport à la limite supérieure 4, de l’intégrale; 1l 
vient (n° 265 
ds dx \? dy \? dz \? 
= = |) +) +); 
dt ü) \ dt ) dt 
d’où, pour la différentielle de l’arc, * 


ds = Vdx?+ dy? + dz?, 


c’est-à-dire que la valeur principale, ds, d’un arc infiniment petit 
q ) NDS P 


aussi 


est la même que celle de la corde, comme on l’a déjà vu pour une 


courbe plane au n° 54 


285. Coordonnées polaires et semi-polaires de l’espace. — Les 
coordonnées polaires d’un point M (fig. 73) sont la distance 
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OM — p; l'angle 6 du rayon OM avec Oz, angle variable de 


o à z; l’angle d que fait la projection, OP, de ce rayon, sur le 


Fig. 73. 


plan des xy, axec l’axe O x, angle variable de o à 27. On a évi- 
demment, x, y, z étant les coordonnées cartésiennes de M, 


æ—psinô cosY, y —psinbsinYy, z—pcos0. 


On en déduit dx, dy, dz en do, dû, dd, d’où l’on conclut, par 


un calcul facile, 
ds? = dx? + dy?+ dz?= do? + po? dû? + p? sin20 d?. 
Les coordonnées semi-polaires du point M sont 
MP MO 
et l’angle d; on a ainsi 
Dr COS, TR SITEO) A2 
d’où 
ds? = dx?+ dy? + dz3?= dr? + r? d\?+ dz?. 


Il importe d'observer que o et r désignent des quantités essen- 
tiellement positives. 


Exemples. 


286. Parabole. 
| VN=2pT. 


En prenant y pour variable indépendante, l’arc est donné par 
l'intégrale 


s= fire dy =: [y pi dy. 
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L'intégrale 1= V2 p dy a été calculée à propos de l’aire 
de l’hyperbole; il suffit de changer a? en — p? dans la formule (6) 
du n° 280, ce qui donne 


I a I 
1] — = YVy2+ pi + LP [ —: 
è 47 


d’où, pour l’arc s, en remplaçant l'intégrale qui figure au second 
membre de I par sa valeur (n° 194), 


PE Eu 2 2 z œ 2 27 
“oi Re + D + = plog(y +Vr + p?)+ const. 


Si l’arc est compté à partir du sommet, s est nul pour y =; la 


constante est donc égale à — - plogp, et finalement 


VE 1 SJ +VP +! 
PT nl reed 
287. Ellipse. — L’ellipse est définie paramétriquement par 


T — aCOSÉ, 


MED SIN 


d’où, en dérivant par rapport au paramètre #4, 


ll 


æ'=—asint, 


! 


VLC OS > 


L’arc est donné par 
s = far yiat = [va sin?é + b?cos?t dt. 


On aura toute la courbe en faisant varier # de o à 27; donc la 
longueur totale de l’ellipse est 


RIT T 
{ Va?sin?é+ b?cos?t dt, ou 2 f Va?sin?t + b?cos?t dt. 
0 +/0 


On peut encore mettre la valeur précédente de l’arc s sous la 
forme 


s = [va cost dt, 


en posant, comme d’ordinaire, c? = a? — b1. 
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C’est là une intégrale elliptique, car si l’on prend cost pour 
£5 pPtiqueé, 
variable, en posant 
du 
COS U;: arc cos u. dt = ————; 


Vi u? 


2 (RTE ee =} (a?— cu?) du ? 
Vir—ui Vii— u2)(a?— cu?) 


On ne peut donc exprimer l’arc d’ellipse à l’aide des fonctions 


on a 


élémentaires. 


288. Cycloïde. — C’est la courbe décrite par un point d’un 
cercle, de rayon &, qui roule, sans glisser, sur une droite. 
Supposons que celte droite soit l’axe des x (Jig. 74), et que 


Fig. 74. 


l’origine, O, soit la position du point décrivant P, au moment où 
celui-ci se trouve sur l’axe de x : d’après les conditions du mou- 
vement, on aura à chaque instant 


arc MQP = OM. 


Si donc t est l’angle MCP, on aura, pour les coordonnées x et y 
du point P, en projetant le contour OMCPO sur Ox et sur Oy, 


æ = OM — CP sint = a(t—sint), 


y = CM — CP cost = a(1— cost), 


d’où l’on tre 
tp +ys = a?(2—2cost). 


L’arc OP est donc donné par 


RENE AU ARRET , A7 t\t 
S — V2a?(1 — cost) dt — 2asin—-dt={|[—4acos- )), 
0 0 2 2/0 
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c’est-à-dire 


car la valeur de # qui répond au point O est £ — 0. 
La longueur de la boucle OTA s'obtient en faisant {— 27; 
c’est donc 8 a, c’est-à-dire huit fois le rayon du cercle générateur. 
L’aire ombrée, comprise entre la cycloïde, l’axe Ox et lor- 
donnée du point P, est 


t 


{ 
: Ë \ÿE 
A= fyd er 1 G— cost} dt = at(t—asint+ + Esinot) à 
20 


0 


c’est-à-dire 
Aa (7r2sine+ zsinot). 
(2 
L’aire de la boucle OTA s'obtient pour = 27; c’est donc 3ra?, 
c’est-à-dire trois fois l’aire du cercle générateur, comme Galilée 
l'avait découvert expérimentalement en pesant les deux aires. 


289. Roulettes. — On nomme roulette la courbe engendrée 
par un point, lié invariablement à une courbe qui roule sans 
glisser sur une courbe fixe. Nous supposerons -que la courbe fixe 
est une droite, et nous chercherons l’équation de la roulette. 

Prenons la droite fixe pour axe des X et une origine O (fig. 75) 


2 | + 
Fig. 75. 


(C) 


quelconque. Figurons la courbe roulante (C) dans une de ses 
positions; soient T le point de contact avec l’axe, M le point qui 
décrit la roulette. Marquons sur (C) à partir de T, en allant dans 
le sens TO, un point À, tel que arc TA, — TO; ce point À, est 
un point déterminé de la courbe (C), car, en vertu de l’hypo- 
thèse du roulement sans glissement, c’est le point qui était en O 
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alors que O était le point de contact de la courbe roulante et 
de OX. 

Soient maintenant O’x et O'y deux axes rectangulaires liés 
invariablement à la courbe roulante, et soient, par rapport à ces 
axes : 


« et 8 les coordonnées fixes du point M; x et y celles, va- 
riables, du point T, qui est le point de contact de la courbe et 
de la droite à l'instant considéré; x et y sont liés par l’équation 
de la courbe roulante rapportée aux axes O’x et O'y : on peut 
les supposer exprimées en fonction connue d’un paramètre £, 
æ=x(t), y = y(t); 

s la longueur de l’arc AÇT : on a vu ques — OT, 


0 l’angle de la tangente TX avec l’axe O'x 


Menons MQ parallèle à O'y; TQ parallèle à O’x, et projetons 
la ligne TOM sur les axes (rectangulaires) OX et OY ; il vient, en 
grandeur et signe, 


TP= TQcos0 + QM sin0— (x—zx)cos0 +(8 — y) sin6, 
PM =——TQ sin0 + QM cos0 —=—(x — x) sin0 +(8 — y)cosô; 


c’est-à-dire, en appelant X et YŸ les coordonnées de M par rapport 


aux axes FE O'XFER ONE 


TP=X—OT—=-X—-s— (ax—zx)cos0 + (6 — y) sin. 


( MST ——(x—x) sind +(5— y)cos0. 
D'ailleurs on a (n° 56) 


dx = ds cos, 


dy = ds sin0, 


ou, en divisant par d!, 


ce qui donne 


(2) ie. Vz?+ y’, cosÙ — = ) HU : 


dt Var y? Vat+ y? 


les trois radicaux ayant le même signe, ce qu'il est important 
d'observer. 
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En portant ces valeurs de cosô et sin& dans (1), on a 


en CR |, COPA 0 


Var Very 


final t ° Il ts par ‘ds dt 12 ar sa valeur (2) 
ou, finalement, en remplaçants p ndtet TP 2), 


4 


/ wa. ' CRE / DORA RC ERER 
|x= (Re) POUR OPEN NE 
væ?+ y’? e 

| Yÿ — —(a—x)y'+(8— y)x 

Vr?+ y? 


Il est inutile de fixer la limite inférieure de l'intégrale qui 
figure dans X, car cela revient à ne déterminer X qu'à une con- 
stante près, c’est-à-dire à déplacer la roulette parallèlement à l’axe 
des X. 

Les formules (3), où les trois radicaux ont le méme signe, 
le signe + par exemple, donnent les expressions des coordonnées 
X, Ÿ du point M en fonction d'un paramètre £; la roulette est 
donc paramétriquement déterminée. Dans ces formules, æ(t) 
et y(t) désignent les coordonnées d’un point quelconque de la 
courbe roulante par rapport à des axes liés à cette courbe et sont, 
par suite, des fonctions connues du paramètre #. | 


290. Applications. — 1° Cycloide allongée ou raccourcie. 
C'est la roulette décrite par un point lié à une circonférence 
roulante; elle est dite cycloide allongée ou raccourcie selon 
que le point générateur est extérieur ou intérieur à la circonfé- 
rence. 

Les équations paramétriques de la circonférence étant 


MM COSL, VER PAUL 
remplaçons x et y par ces valeurs dans (3); il vient 


X=—(2—Rcost)sint+($f—Rsint)cost+ Rt=8$cost—asint+ Ré, 
Y=—{(2—Rcost)cost—($—R sint) sint = R—$sint —ucost. 


On peut, sans diminuer la généralité, supposer « ou 8 nul. 

S1 le point générateur est sur la circonférence, on fera 8 — 0, 
a = R, et l’on retrouvera les formules paramétriques qui corres- 
pondent à la cycloïde. 
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Arc de la cycloide raccourcie. — On a, en supposant 8 — 0 
dans les formules précédentes, 


æ—=Rt—asint, Yÿ =R—acost, 


d’où l’on tire dx et dy en fonction de # et dt, ce qui donne : 


ds? = dU[(R—acost}?+ 42sin?4] = dt?2(R?2+ a2— 2aR cost), 


SL , 
et, en remplaçant cos£ par cos? - — sin? 
2 


GA 


ds af (Res ! (Re x) sue 


D) 


t 
Posons - 


A 


— 9; nous obtenons 
dSEde VCR— a} cos2o + (R +a)?sin?o. 


C'est une intégrale elliptique de même forme que celle qui 
donne l'arc d'ellipse; l’arc de cycloïde raccourcie ou allongée 
s’exprime donc par un arc d’ellipse. 

L'arc qui répond à un tour complet de la circonférence géné- 
ratrice s’obtent en faisant varier l’angle £ de o à 2r et, par suite, 
» de o à 7; cet arc est donc 


T 
ff VCR — 2} cos? 0 + (R + 2)2sin?o dv; 
0 


on voit, en se reportant au n° 287, que sa longueur est égale à 
celle de l’ellipse dont les demi-axes sont R — et R + %. 

Pour une cycloïde allongée, les demi-axes de l’ellipse corres- 
pondante seraient « — R et :+R. 


2° Chaîtnette. — C'est la roulette engendrée par le foyer 
2 


d’une parabole roulante. On a, pour la parabole, x = — et, en 

4 
supposant que y soit le paramètre £, y'—1, 2 — à Portons 
ces valeurs dans les formules (3), en y remplaçant «& et 6 par les 
coordonnées du foyer, à savoir ; p et o;il vient : 


; po: 2 
du F 
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(4) Y=—Vyi pr. 


2, 


Dans l’expression de X, remplaçons l’intésrale par sa valeur 
obtenue au n° 286 ; il vient, après réductions, 


Élog(y +Vy2+ pt), 


et, en ajoutant la constante — Llogp, ce qui ne fait que déplacer 
la courbe parallèlement à l’axe des X, 
? 41 2 
É Pi 


L'équation cartésienne de la chaînette s’obtient en éliminant y 
entre (4)et(5), ce qui se fait ainsi. On a, par (5), 
RS 
Y+VyI Ep'= per, 


d’où, en vertu de (4), 


si l’on porte enfin cette valeur de y dans (4), il vient, en élevant 
Fig. 76. 


Ÿ 


Inde a EPA 


O 


au carré et en posant £ re 


1 Pre Les 
DRE Len ri] 
2. 


On dit que l'axe des X ( fig. 96) est la base de la chatnette. 
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3° Volumes et aires des surfaces de révolution. 


291. Volumes. — Soit une courbe plane, y —y(x), qui, en 
tournant autour de Ox (fig. 37), engendre une surface de révolu- 
tion; admettons sans définition précise, pour cette surface, la 


Fig nr 


notion du volume compris entre un parallèle fixe, d’abscisse æ5, 
et le parallèle mobile d’abscisse æ. Ce volume est, dès lors, une 
fonction de x, que nous désignerons par V(x). 

Il est aisé de calculer la valeur principale de son accroisse- 
ment AV, quand x devient x + dx; AV est, en effet, le volume 
engendré par la révolution du trapèze curviligne MM'P'P, com- 
pris évidemment entre ceux qu’engendrent les rectangles MNP’P 
et N'M'P'P, c’est-à-dire entre ry?dx et r( y + Ay}? dx. Donc 


Try? dx < AN <r(y +Ay} dx. 


Les deux termes extrêmes ont même valeur principale, ry? dx, 
laquelle est, dès lors, celle de AV; de sorte que 


dVi=are dr 
ou 

CAN EI 

à 


On en conclut, en remontant aux primitives, 


V= /rytdr+eons.= f ry?dæx, 


(0 


puisque V(x) doit s’annuler pour æ — x. 


292. Aires. — De même, l’aire comprise entre les parallèles 

d’abscisses +, et x, sur la surface de révolution, a pour accroisse- 
jee , / . ; / . A 

ment l’aire engendrée par la révolution de l’are MM’, qui a même 

valeur principale que l’aire engendrée par la corde MM (tronc de 
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cône); si donc A(x) est l’aire considérée, on a 
dA = valeur principale de xMM'(y + y + Ay), 
c'est-à-dire 
dA =oryvyi+y?dx; 
d’où, en vertu du raisonnement fait plus haut, 


A=or | PVC dr 


0 


293. Exemples. — 1° Volume de l’ellipsoide de révolution. 
Le volume compris entre le parallèle x et l’équateur (x = 0) 


; b 
est, PUISQUE VUE NTE 


a 1 


Le volume total de l’ellipsoïde s'obtient en faisant x = & et en 
doublant le résultat : 


b? a 4 
RES ai— — — - rab?. 
9 


a? 9 


2° Aire de l’ellipsoide de révolution. — L’aire comprise 
entre l'équateur et le parallèle x est 


Azor f yViryidr=or f Vy'+ y?y'?dx. 
40 0 


Or l'équation de l’ellipse méridienne donne 


= 
LA D b? 
EE A Ne a? 9 
d’où 
b PS #2 : - b TL a - 
A =97— Va(a?— x?) + br? dx = 27 — Vai— c?x?dr, 
a? a? 6 
0 


en posant toujours c? = a? — b?. On est ramené à l'intégrale 


a* 
J\ / — — x? dr, 
c? 


qu’on sait calculer, et qu’on a obtenue en particulier aux n°° 278 
et 279. 
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CHAPITRE IV. 


EXTENSION DE LA NOTION D'INTÉGRALE DÉFINIE. 


Nous avons essentiellement supposé jusqu'ici que la fonction à 
intégrer était continue entre les limites d'intégration et qu'aucune 
de celles-ci n’était infinie (n° 264); essayons maintenant de nous 
affranchir de ces restrictions, en commençant par le cas des limites 
infinies. 


I. — LIMITES INFINIES. 


294. Définition. — Si la limite supérieure, par exemple, est 
infinie, on définit l’intégrale par la relation 


= , 

IN f(æ) dæ = limite, pour p = + «, de Buire. 

DE 
définition qui n’a de sens, bien entendu, que si le second membre 
a une limite, quand p tend vers l'infini; tout revient donc à voir 
si cette limite existe. 

Or, on ne peut donner de règle générale permettant de 
reconnaître, dans tous les cas, l’existence de la limite; c’est ainsi 
que, dans la théorie des séries, 1l n’y a pas de règle générale pour 
reconnaître la convergence. Comme dans la théorie des séries, on 
ne peut qu'indiquer des règles particulières, qui reposent sur la 
comparaison de l’intégrale proposée avec des intégrales à limite 
supérieure infinie, qu'on sait, & priori, èlre, ou non, finies et 
déterminées. 


295. Observations générales. — 1° Supposons que la fonc- 
on f(x) ait une limite, À, quand x tend vers l'infini; À doit 


nécessairement êlre nul, pour que l'intégrale f f(x) dx puisse 
«a 


être finie et déterminée. 
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Supposons, en effet, À non nul, et, pour fixer les idées, A>0; 
à partir d’une valeur suffisamment grande de x, x — q, la fonc- 
tion f(x) restera comprise entre deux nombres positifs non nuls, 
. Je AE 4 4 A = 
À, et À, ; l'intégrale proposée, prise entre g et p, est donc comprise 
entre les deux intégrales 


14 P 
A: Î AT ICLENAS 1 dx, 


e (1 Le q 


c’est-à-dire entre À,(p — q) et A, (p — q), quantités qui tendent 
vers l'infini positif en même temps que p. 

2° Cette condition n’est d’ailleurs pas nécessaire, c’est-à-dire 
que l'intégrale considérée peut avoir une valeur finie et déter- 


minée sans que la fonction TE) ait une limite (nulle) pour æ =. 


Par exemple, si f(x) change une infinité de fois de signe 
quand x tend vers +, c’est-à-dire si la courbe y = f(x) tra- 
verse une infinité de fois l’axe des +, l’aire indéfinie comprise entre 
cette courbe, l’ordonnée fixe x — a et l’axe O x à pour expression 


co 


AT Jf{æ) dr = const. + ai — a3+ a3— a, +..., 


de Ox; &, a, ... celles des boucles situées au-dessous (n° 274). 
L'aire totale À se présente ainsi sous la forme d’une série, et, 
pour qu’elle ait une valeur finie et déterminée, il est nécessaire 
que le terme général a, tende vers zéro : cela peut se produire 
sans que l’ordonnée f(x) de la courbe tende vers zÉTO, pour 
æ infini; il suffira que les bases A,A,,, des boucles successives 
aient pour limite zéro. 
Citons, comme exemple, l'intégrale de Fresnel, 


Le] 
Î SinT20r, 
0 
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qui est finie et déterminée, ainsi que nous le verrons plus 
bas (n° 301) : ici f(x), c’est-à-dire sinæ?, ne tend pas vers zéro, 
et oscille entre — 1 et +1, quand x tend vers l’infini; comme 
d’ailleurs (x) s’annule pour æ —4/nr, la base, A,A,,,, d’une 
boucle a pour longueur 


(R+HI)T 4 
Von +ir+ynr y(n+<nr+ynr 


n TT T 


Vin ir —ynr = 


quantité qui tend bien vers zéro pour n infini. 


Il n’est même pas nécessaire, pour que l'intégrale soit finie, que 
la foncuion f(x), dans le cas où elle n’a pas de limite quand x 
croît indéfiniment, présente une infinité de changements de signe ; 
elle peut demeurer constamment positive, par exemple : mais alors 
il faut que les intervalles pendant lesquels f(x) reste supérieure à 
à un nombre quelconque, À, si petit soit-1l, aient une somme, 5, 


finie; car l'intégrale Jl f(æ)dæx est évidemment supérieure 
«a 
à Ac. Nous donnerons plus loin (n° 309) un exemple de ce cas 


singulier. 


Dans les applications, on ‘n’a, en général, à étudier que des 
intégrales pour lesquelles f(x) tend vers zéro, et voici, à leur 
sujet, les règles particulières les plus usuelles. 


A H = , k d 
296. On procède par comparaison avec l'intégrale F qu’on 


AS à 
peut calculer directement. Cette intégrale (en supposant a > 0, 
pour éviter la discontinuité, qui correspondrait à æ —o, de la 


, I ! À 8 ; | 
fonction à) est finie et déterminée pour n > 1, infinie pour n<1. 
T 


Cela résulte immédiatement des relations 


P dr 1 I I do € 
— — — —— CORIBER): 
PAL FE | ani De: 

[A 


p 
jf Tree CORTAErT): 


T 


On déduit de là, par comparaison, le théorème suivant, qui est 
d’une application fréquente. 
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UIE 2) 


AL 


? 


297. Théorème. — Sr f(x) peut se mettre sous la forme 
la fonction Y(x) ayant une limite finie et non nulle pour x in- 
co 
Jin, l'intégrale | f(x) dx a une valeur finie et déterminée 
«æ 


quand n°>1,et une valeur infinie quand n=£1. 


La démonstration résulte immédiatement des remarques du 
numéro précédent. Soit, en effet, À la limite de 4(x), À étant par 
hypothèse différent de zéro. À partir d’une valeur suffisamment 
grande de +, x = q, la fonction Ÿ(x) restera comprise entre deux 
nombres A, et À,, ayant le même signe que À; supposons, pour 
fixer les idées, que ce soit le signe +. On aura dès lors (n° 263, 


Corollaire IT) 


P P P 
à A te 

1 q ”q 

Pour n£1,les deux intégrales extrêmes augmentent indéfini- 
ment avec p, comme on l’a vu au numéro précédent, c’est-à-dire 
que l'intégrale intermédiaire croît aussi indéfiniment. Pour nr >1, 
les deux intégrales extrêmes tendent vers une limite finie pour 
p infini, de sorte que l'intégrale intermédiaire reste finie. 
D'ailleurs cette intégrale, 


PA 
Î PE) 


AL 
e q 


augmente avec p, car tous ses éléments sont posilifs en vertu de 

l'hypothèse que Ÿ(x) reste compris entre À, et À,; c’est donc 

une fonction qui croît avec p, sans pouvoir dépasser un nombre 

fini; elle a, par suite, une limite finie et déterminée pour p = «. 
Ce ONE 

On a un théorème pareil lorsque la limite inférieure de l’inté- 

grale est — , et aussi lorsque les deux limites sont respective- 


ment — et +. Les remarques suivantes s'appliquent égale- 
ment à ces deux cas. 


298. Remarque I. — Dans le cas den >1,1l n’est pas néces- 


. . , 7 d T . > 4 
saire, pour que l'intégrale ni er ait une valeur finie et dé- 


«a 
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terminée, que d(x) ait une limite finie et non nulle pour + infini; 
ilsuflit que d(x) demeure fini (). 

En effet, dire que d(x) reste fini, c’est dire que (x) demeure 
compris, pour æ > q, entre deux nombres À, et A,. Si À, et À: 
sont de même signe, la démonstration ci-dessus est valable sans 
modification et prouve que l'intégrale proposée a une valeur 
finie et déterminée. 

S1 À, et À, sont de signes contraires, À, < 0, A: > 0, c’est- 
à-dire si Y(x) change de signe une infinité de fois entre x — q 
162) 

pe 


ébT— +, la courbe y — a la forme ci-dessous. Elle est 


comprise, par hypothèse, à partir de l’abscisse x — q, entre les 
deux courbes 


A» y 
HER er 
Le ue À e ns ne le: oY ] * dx) L. d LA 
aire À, qui représente l'intégrale —, 4ax,est donnée par 
VAL 
{ 


la série 
À = Aj— A+ A3 — Ay+..., 
di, 2, ... ayant la même signification qu'au n° 295, 2° 


4 e 


(:) C'est-à-dire que la fonction Ÿ(æx) peut avoir une limite nulle, ou même 
n'avoir aucune limite, pourvu qu’elle reste comprise entre deux nombres finis. 


late 20 
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La somme s des termes positifs de cette série, 
IS RS ACER. 
est finie et déterminée, puisqu'elle est évidemment inférieure à 


Le) 
; , Lu: à 
l’aire finie A f ne il en est de même de la somme s', des 
q 


termes négalifs, pris en valeur absolue, 


S'= A+ A+ Ag +..., 


VAL 


re À : . CRIE ; ; 
car s' est inférieure à l’aire finie (modA,) [ - Orilest clair 


que si deux séries, s et s', à termes positifs, sont convergentes, 
la série obtenue en retranchant des termes de la première les 
termes de la seconde, dans un ordre quelconque, est convergente 
et a pour somme s — 5". L’aire À est donc finie et déterminée. 


C.-0.1e- 0m: 
299. Remarque II. — Dans le cas de n£1, il n’est pas néces- 

à es Au) : : s 
saire, pour que l'intégrale x dæ ait une valeur infinie, 


«a 


que d(æ) ait uné limite finie et non nulle pour æ infini; il suffit, 
a fortiori, que Ÿ(x), pour æ > q, garde un signe constant et 
reste supérieur en valeur absolue à un nombre positif A,. 

Si, au contraire, Y(x) a une limite nulle pour + infini, ou 
si b(x) ne garde pas un signe constant quand x tend vers +0, 


il y a doute, et l’intégrale peut avoir une valeur finie et déter- 


minée, comme on va le montrer par un exemple. 


300. Exemple. — Soit l'intégrale 


Te 
SIN T 
L — fi > ax, 
D'ÉCNE 


pour o<n£1 (1) : ici Ÿ(x), c'est-à-dire sinx, oscille entre 


— 1 et +1,et l'on ne peut rien affirmer. 


| AT *? sing ARE 
VO SI Het MANTEETALE f Du dx (où l’on à pris r pour limite inférieure 


2701 A 


afin d'éviter la discontinuité qui correspond à æ = o) est finie et déterminée en 


vertu de la remarque IT. 
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Pour établir que 1 a une limite, construisons la courbe 


sin æ 


Ho 
à droite de O y. 

Elle se compose d’une infinité de boucles, de plus en plus apla- 
ties, coupant O zx aux points d’abscisses 0,7, 27, ..., nm, .... 


Soient, en valeur absolue, &,, &2, &3, ... (fig. 80) les aires 


Fig. 80. 


ombrées des boucles successives; on a 
1 ON 70) on me OL (0 17 onte uO CC 


Or les quantités &;, &>, ... vont en diminuant; car, à un élé- 


sin æ . 212 
ment ed de l’aire &,, par exemple, correspond l’élément 
sin æ 
(TE œ)7 
en valeur absolue, puisqu'on a évidemment 


sin(T +) 


AT E dx,ou — 


dx, de l’aire &:, inférieur au premier 


sin æ sin æ 
dx > mod — 


mod a 
TR 1 en mt 2 Li 


T; 


pour toute valeur positive de x. 

De plus, l’aire &, tend vers zéro lorsque p tend vers l'infini, 
car, en valeur absolue, cette aire est inférieure à celle d’un 
rectangle de base 7, dont la hauteur décroît indéfiniment. 

L'intégrale I se présente ainsi sous la forme d’une série à termes 
alternativement positifs et négatifs, qui décroissent en valeur 


absolue et ont zéro pour limite; elle a donc une limite finie et 
déterminée. 


301. Remarque I. — Ce résultat est d'autant plus intéressant 
que l’aire totale des boucles situées au-dessus de Ox, à savoir 
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a + a3—+..., est infinie, de même que l’aire totale des boucles 
situées au-dessous; on établit ce point sans difficulté (!). 


. . . 1{ . 
Remarque II. — En particulier, si l’on suppose ñ = -; on voit 
»} 
106 ° sinæ 
que l'intégrale — dx est finie. Par le changement de variable 


X vx 


æ=—u?, elle se réduit au double de l'intégrale de Fresnel (n° 295) 


ee) 
j sin u? du, 
0 


qui est dès lors finie et déterminée. Il en est de même de l'intégrale 


ce] 
f cosu? du, 


Eat) 


analogue 


ainsi qu'on l’établit aisément. 


ee) 
s . NET RE dx : 
CLAnLEMIENT CN EILE » À aemontrer qu in ésTra Ér moa sin zt es 
1\ Cel ent ffet | t e l'intégrale d t 
TL 
” 0 


infinie, et il suffira pour cela de montrer, puisque mod sinx > sin?æ, que 


® sin? 
——— dx 
(= 0 T 
est infini, Or on a 


V'sin?x P cos x P dx 
dx + TN — ==") 
Û x" À x" VASL EE 


ce qui est infini pour p = «, puisque 7 < 1. D'ailleurs, 


P sinæ y P cos’ x Top — P cos2æ 
{ PAU élire ; an © El x" T; 


ce qui est fini, pour p = æ, comme on le voit en posant 2x = u et en faisant un 
raisonnement pareil à celui du n° 300. Il en résulte que les déux intégrales 


[ee] 
sin? x cos? æ 
f dx le dæ sont infinies, pour n < 
1 æ" 1 æ" 
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IT. — DISCONTINUITÉ DE LA FONCTION. 


302. Cherchons maintenant à étendre la notion d’intégrale dé- 
finie au cas de la discontinuité de la fonction. 


1° Si f(x) est discontinue pour la limite supérieure b, on défi- 
nit l'intégrale par la relation 


b ie 
Î AC drE limite pour e—=6"dé f HA NaR 
a a 
définition qui suppose que le second membre a une limite déter- 
minée et finie, quand e tend vers zéro par valeurs positives. 
2° On définit de même l'intégrale, dans le cas où la fonction 
est discontinue pour la limite inférieure, pat la relation 


b 
il HMÉDIETE=hlimite poure—to, de Î ARE, 


quand e' tend vers zéro par valeurs positives. 
3° Enfin, si la fonction est discontinue pour une valeur c, com- 
prise entre & et b, on posera 


D (RES b 
/ Atæ)dr=#limite de [ fx) dx + É AAC 
CAT  « e (eee 
ce ete’ tendant vers zéro indépendamment l’un de l’autre, et par 


valeurs positives. 


303. Observons que f(x) peut être discontinue de deux ma- 


nières : 1° ou bien, pour æ —c, f(x) a deux valeurs finies diffé- 
rentes, c’est-à-dire que f(c--e) et f(c+e) ont respectivement 
des limites différentes, lorsque e tend vers zéro par valeurs posi- 
LIVES MOUbIEnD pour ri 10r) devient mtinie. 


Dans le premier cas, la courbe y — f(x) a la forme ci- 
dessous (fig. 81). 


L'intégrale 


b C—£ b 
fl ni lim f + lim f. 
« « CEE) 
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est, malgré la discontinuité, finie et déterminée, car l’inté- 
C--€ 


grale f tend, pour s— 0, vers l’aire curviligne À, et l'inté- 
CL 


b 


grale [ tend de même vers l’aire A’. Il en résulte qu’une dis- 
© Cc+E 


continuité de cette nature n'empêche pas l'intégrale d’être 
déterminée. 
Fig. 8r. 


A 
(CS 7 CG à 


Il en est autrement des discontinuités dues au passage de f(x) 
par l'infini; dans ce cas, comme dans le cas des limites infinies, 
on ne peut d’ailleurs indiquer que des règles particulières, ana- 


logues à celles des n°° 297-299. 


ali) 
304. Si f(x) est infini pour æ—c, l'intégrale | f(æ)dæ 


pourra, selon les cas, être finie ou non. Ainsi l'intégrale 


b 
la 
1e Ma 


est finie pour n < 1; elle est infinie ou indéterminée pour nZ1. 
Cela résulte des inégalités 


e 


AR RORRARE a Le 
Î (æ— cr See" en -irt Li (a— c})r-1 


b 


[ dx "NP I I 
(2 L'OTAN SOON D CT 


ACTE 


(pour n2z1), 


et, dans le cas de n = 1, des relations 


Les seconds membres de ces relations ne restent finis, pour € 
et e” nuls, que si n est inférieur à l'unité. 
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On déduit de là, par une méthode semblable à celle des 
n°5 297-299, les propositions suivantes : 


305. Théorème. — S? f(x) peut se mettre sous la forme 
V(x) 


(æ — (+) Le 


b 
l'intégrale dl f(æ)dx (où a<c<b) a une valeur finte et 


» La fonction (x) étant finie et non nulle pour x = c, 


déterminée quand n <1, et une valeur infinie ou indéter- 
minée () quand nZ1. 


Remarque I. — Dans le cas de nr 1, il n'est pas nécessaire, 
pour que l'intégrale ait une valeur finie et déterminée, que la 
fonction d(x) soit finie et non nulle pour x —c; il suffit qu’elle 
soil finie. 


Remarque II. — Dans le cas de nZ1,1l n’est pas nécessaire, 
pour que l'intégrale soit infinie ou indéterminée, que la fonc- 
tion (x) soit finie et non nulle pour + —c; il suffit que, lorsque x 
Lend vers c, U(x) finisse par garder un signe constant et par 

i 
rester supérieure, en valeur absolue, à un nombre positif non 
nul. 


306. On peut d’ailleurs déduire directement ces propositions 
de celles des n° 297-299, en ramenant, par un changement de 
variable, le cas de la discontinuité à celui de la limite infinie. 

D’après la définition 


b C—E 
q F(&) dx = limite de 1 f(æ)dæ+ | f(x)dr, 


CEE) 
on a deux limites à étudier, l’une pour & — 0, l’autre pour e'— 0. 


Soit d’abord “Le” 


NT nt 


Co El 


(1) Nous disons én/inie ou indéterminée parce que l'intégrale considérée est, 
par définition, la limite de la somme de deux autres intégrales, qui sont toutes 
deux infinies, mais dont les signes peuvent être contraires. 
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posons-y 

elle devient 

1) NICE 
1 UV 


et l’on est ramené, puisque &’ tend vers zéro par valeurs positives, 


au cas de la limite supérieure infinie et positive. 

Donc (n° 297-299), si 2 — nr est supérieur à 1, c’est-à-dire 
si An <T1, l'intégrale (1) est finie et déterminée, pourvu que 
U (e + +) reste fini pour &w infini, c'est-à-dire pourvu que Lx) 
reste fini pour æ = c. De même, l'intégrale (1) estinfinie si2—n 
est égal ou inférieur à 1, c’est-à-dire si nZ1, et si Ÿ(x), quand x 


tend vers c, garde un signe constant el reste, en valeur absolue, 
supérieur à un nombre positif non nul. 


CS 
. . . ; I 
On traiterait de même l’intégrale if , En posant T—C——"» 
SACL 


et l’on arriverail à des conclusions identiques. 


III. — APPLICATIONS ET EXEMPLES. 


307. Fonctions rationnelles. — Soit la fonction rationnelle 


F(x) AoT"!+ Aa l +... 


' Las = 
(2 ban o(æ) BoxP + BixP-1 ——... 


’ 


Fer o étant des polynomes en x, premiers entre eux, de degrés m 
el p; pour que l'intégrale 


? 


où «a et b sont finis, ait une valeur finie et déterminée, 1l faut et 1l 


suffit que (x) ne s’annule pas entre a et b. Car, si 9(x) s'annule 
pour Z—C, on aura 
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’ 2 14 \ . , . . F 6) 
ñn étant au moins égal à l'unité : d’ailleurs la fonction Ki] a une 


Q(æ) 


valeur déterminée, non nulle, pour x —c, et dès lors, puisque 
nZ1, l'intégrale n’a pas de valeur déterminée (n° 305). 

Si une limite est infinie, si b — + par exemple, il faut, pour 
que l'intégrale (2) ait un sens, non seulement que o(x) ne 
s’annule pas entre & et + +, mais encore que le degré du numé- 
rateur, F(x), soit inférieur, de deux unités au moins, au degré du 
dénominateur ©(æx). Car on peut écrire 


s Ao+A: _ 
san), Se xb=m | ’ 


Reise 


LE 


AT Av: : A 
la quantité entre crochets a une limite finie, non nulle, TS 
0 
pour æ infini; il faut et il suffit donc (n° 297), pour que l’inté- 
grale (2) ait une valeur finie et déterminée, que p — m soit supé- 


rieur à l’unité, c’est-à-dire, puisque 72 et p sont entiers, qu’on ait 
p—m22. 


21-100 
. ° © r PE) d 

En particulier, pour que lintégrale 1 —— dx ait une 

TA) 


/ — 


valeur finie et déterminée, 1l faut et 1l suffit : 


(o / ? n E nÈ . 
1° Que o(x) n'ait pas de racine réelle; 
2° Que le degré de (x) surpasse, de deux unités au moins, 


celui de F(x). 


308. Exponentielles. — On sait qu'une puissance positive 
quelconque de e* est infiniment grande par rapport à toute 
puissance de +, pour x infini; c’est-à-dire que le produit e”#x" 
tend vers zéro quand x croît indéfiniment, quel que soit x, pourvu 
que mn soit positif. 

Cela rappelé, désignons par & une quantité positive quelconque, 
et considérons l'intégrale 


Le] 
fl emx gn dr (77810). 


[44 
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Elle est finie, car on peut l’écrire 


Le] co 
e-nx pn+2 dx = Ÿ (æ) dx 
JS 9 ? 
LT « 14 


« 


et la fonction d(x), c'est-à-dire e”*x?+?, a zéro pour limite, quel 
que soit », pour æ = + : donc (n° 298), l'intégrale est finie et 
déterminée. On a supposé & positif pour éviter la discontinuité 
qui correspondrait à æ — 0, si n était négatif. 

Si & était nul et z négatif, l'intégrale 


ee LT ; 
f AS dx (ne"0) 
0 


serait, à cause du point de discontinuité + —0, infinie pour #'Z 1; 


elle serait finie et déterminée pour #/<1 (n° 305); car, pour 
x = 0, la fonction d(x), c’est-à-dire e7*, est égale à l’unité. 
En particulier, l'intégrale 


(re) 
[ e-txX-1 dx, 


0 


qui sera étudiée dans le Cours de seconde année comme fonction 
de à (fonction eulérienne), est finie et déterminée lorsque « est 
positif; elle est infinie lorsque « est nul ou négatif. 


309. Exemple d’un cas singulier. — Soit l'intégrale 


La [© 
TT 


L 
æ?(sin?æ)° 


1 
3: elle reste 


La fonction amant r) test oRrmSiner 
constamment positive et devient infinie une infinité de fois entre r 
el 00, ,Car Sin S'aD ONE DOUTE IT 2e UT. UICARIUIN 


l’intégrale a une valeur finie. 


1 L 14 Ld A 
En effet, entre nr et (n +1)7, — est inférieur à » de sorte 


WE n?T? 
que l’on a 


(n+A1)T (n+HI)T 
i dx 
(3) a f(æ) de < seul É. 
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Je dis que l’intégrale qui figure au second membre a une valeur 
finie, À, indépendante de »; posons-v, en effet, x = n7r + 3, elle 
devient 


égale évidemment à 
- et tout revient à démontrer que cette dernière intégrale est finie. 


T : re œat | LE 
Or, entre o et 0 la fonction (sin?z) * ne devient infinie que 


pour z— 0, et l'on peut écrire 


w| à 
w | A 


dz 


I 
—, 
= 
_ 
CONS 
2 
D 
LA 


L 
AS tSine<)e 


[ES 


-2 
22 


/ 3 
la fonction (3), c'est-à-dire ( = ) » est égale à 1 pour 3 — 0, 
\ 


sin? 3 
2 
3 
et déterminée (n° 305). Par suite on a, d’après (3), 


et l’exposant =, de 3, est inférieur à 1 : l'intégrale est donc finie 


(n+1)T 
Î J (TRIER 


AT TT 


n?T° 


Il en résulte évidemment que la valeur de l’intégrale 


É He de 


T 


est inférieure, quel que soit p, à la somme de la série 


A AN À = ( I I à 
A A net 


Tr? 4 T? LÈ TEE Te 


somme qui est finie, puisque la série Zn? est convergente(n° 130). 
L'intégrale est donc finie quel que soit p, et, puisqu'elle augmente 
avec p, ses éléments étant tous positifs, elle a, pour p infini, une 
limite finie et déterminée. CHROME AD. 
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De même, a fortiori, l'intégrale 


Le) 


dx 


1 » 


*T 1+x2(sin?x) 
qu’on déduit de la précédente en augmentant le dénominateur, 
est finie, et, par suile, déterminée : ici, la fonction f(x) ne 
devient pas infinie entre x — 7 el æ — x, mais elle alteint une 
infinité de fois la valeur tr. 


310. Calcul des intégrales généralisées. — La formule fonda- 


mentale 
b 


(1) [ ftœ)de = F(b)—F(a), 
« 

où F(x) désigne une fonction primitive de f(x), est-elle appli- 

cable au cas où la fonction f(x) est discontinue entre a et b, et 

au cas d’une limite infinie? 


1° Supposons d’abord une limite infinie, b—+x; on a, 
si f(x) est continue entre a et + , 


P 
f(æ)dx = F(p)—F(a), 


«Æ 


et cela quelque grand que soit p; par suite, en passant à la limite, 
al f(x) dx =F(o)—F(a). 


La formule (1)est donc applicable si la fonction Vic est continue 
entre les limites d'intégration et si F (co) a une valeur déterminée. 


2° Si f(x) est discontinue entre a et b, pour æ—c, ona;en 
la supposant continue entre a et c — e, et entre c.+ = et b, 


CE 


f(x) dr = F(c—:)—F(a), 


Na 


b 
Î  Jt)de=F(e) —F(e+e), 


CHE 


\ Q x < [ 
d’où, en ajoutant membre à membre et faisant tendre € et e’ vers 
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ZÉLO» 
b 
Je PUS FLO) F(a)+limE(e Le) -hHm Bo et). 


Si F(x) est continue pour æ —c, F(c—e) et F(c<+e') ont 
une même limite F(c), et l’on a encore 


b 
(1) [ f{æ)dx = F(b)—F(a). 


La formule est donc applicable si la fonction F(x)est continue 
au point de discontinuité de f(x); elle peut être en défaut dans 
le cas contraire. 

LU 
*: cette fonction est discontinue 


5) rs!) 


. . . DR : 
POUPEE — 0, Dal MSA DrIMILYE ME CT) — TL") est continue au 


Soit par exemple f(x)= x 


même point; la formule est donc applicable, et l’on a, par exemple, 


+1 1 Sani 
[ œ LR PME 
> 


2211 


ANUMCONIrTAITe eat) vue QlaSbrunitive: F(æ)=— =; est 


discontinue pour æ—0o; la formule peut être en défaut entre 
deux limites qui comprennent zéro. Elle donne effectivement un 


résultat inexact : 
+1 
dx NE! 
Es e = — | — = — 2, 
4 æ HMS 


ce qui est absurde, car le premier membre, somme d'éléments 
CE] , . + , . , I . ° 
positifs, ne peut être négalif. En réalité, — devenant infini pour 
4 7) 


» Re x nt 
x = 0, et l’exposant 2 étant > 1, l'intégrale proposée est infinie. 


311. Un exemple d’une nature analogue est celui de l’intégrale 


(4) 


1+/f?(x) ni 


CALE 


où f(x) désigne une fonction de x, continue entre a et b, saut 
peut-être en certains points, où elle devient infinie. 
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L'intégrale indéfinie est arc tang f(x); pour préciser, et puisque 
les diverses valeurs de l’arc tang diffèrent entre elles de la quan- 
tité constante rt, nous prendrons pour intégrale indéfinie la 
fonction Arc tang f(x), la lettre À désignant l'arc unique compris 


TE T . 
gntre re dont la tangente est f(x). Cette fonction, 


Arctang /(x), est une fonction continue de x, à moins que f(x) 
ne passe par l'infini en changeant de signe : car si f(x) passe 


par exemple de ce à —o, Arctang f(x) passe OR 
re T 

de Se 
2 2 


Si donc f(x) ne devient pas infinie quand æ varie de & à b, ou 
si f(x) passe par l'infini sans changer de signe, la fonction 
Arc tang f(x) sera continue de x = a à x — b, et l’on reconnait 
comme plus haut que la formule (1) est applicable, en sorte que 


b ve (7) 
[ es x = Arc tang f(b)— Arc tang ACTE 


Cette formule est-elle encore vraie si f(x), quand x varie de a 
à b, passe par l'infini en changeant de signe? 

Supposons que, de a à b, f(x) passe une seule fois par l'infini, 
pour æ — C, en allant de + à — o, par exemple. On peut alors 
appliquer la formule ci-dessus dans chacun des deux intervalles 
a, c—€etet c He, b;'il vient ainsi 


11 ne ET et 


2 1+./f°?(x) 
; : 
Hi see dä—= Arctang /(6) — Arctang f(c 
Cc+Ee' 15 ARE) 
Or, par hypothèse, f(c —:) tend vers + o quand e tend vers 


T : 
zéro; Arctang f(c—e) tend donc vers —; de même, puisque 
2 
f(ce+e) tend vers —o pour e—o, Arctang f(c+e/) tend 
{15 . Q \ 
HAS Il vient donc, en ajoutant membre à membre les deux 


relations précédentes, et en faisant tendre & et e/ vers zéro, 


b ! 
(l LL LÉ — Arctang f(b)— Arc tang f(a)+ 7. 
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Si, pour x =c, f(x) eût passé de —o à Ho, on aurait eu —7 
au lieu de + dans le second membre. 
D'une manière générale, il résulte de là que si f(x), lorsque x 
va de a à b, passe k fois de + æ à — , et k' fois de — x à +00, 
on aura 


b 
et. Ne ei Te 
db DU D D ON RPSTEtAn ET (a PE CREER 


312. Application. — Soit à évaluer, en coordonnées polaires, 


l'aire de lellipse 
p?(A cos?w + 2B cosw sinw + Csin?w) = 1, 


qui a pour équation cartésienne A x? + 2Bxy + Cy?=1,et dont 
le centre est à l’origine : pour que la courbe soit une ellipse 
réelle, il faut et il suffit que AC — B? et C soient positifs. 

Soit S(w) l’aire du secteur elliptique compris entre les rayons 
vecteurs d’angles polaires o et w; on a 


dS = -p?du, 


D | = 


c’est-à-dire 


I du) 
dS = - , ni | 
> À cos?w + 2B cosw sinw + Csin?w 
Posons 
tano t w = arc tango t d 16 
œ = tt, Dar de td . 
ÿ j Tres 
1l vient 
JS i dE I Cat 
| 
2 A+92Bt+Ce DIDIER) CAC HR: 
e 
—— dt 
Ù VALER: 
VEN SUR 
VC: 
S1 donc on pose 
C tangcw + B CT 
Jf(w) = L EE, ER 


A RO ac 
on aura 
Que 


"(w du) ——— 
J'(w) HAL UR 
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el, par suite, 


lS I f'(w) du 
ie cn; T0 
2 VA CBI HSE NEUES) 
d’où | 
u i ATOS 0 


Ta VAC PNR EN 


On a ainsi à calculer une intégrale du type qui vient d’être 
étudié, la fonction f(0) devenant infinie, entre o et 27, pour 


Ü— “et FE 
2 


2 
Donc : 


|A 


. . TT . 
1° Si w est compris entre o et -; on aura, puisque f(6) ne de- 
| > , puisque (0) 


vient pas infinie entre o et w, 


I 


2 AC — B2? 


C tangw + B B 
[arc LANG —— 2? — L 


A TC ta — 
VAC — B? AVAC ED: 
2° Si w est compris entre T'et Sas la fonction (4), lorsque 6 

2 2 : 


4 à : : T 
croît de o à w, devient infinie pour 8— -;, et passe alors de + 
2 


à — æ, puisque C est positif; done S est donnée par la même 
formule (2), où l’on ajoute le terme + x dans le crochet; 


49. 4 3T x 
3° 91 w est compris entre — et 2m, f(4) passe de + 00 à — © 


a 
OUT 


pour 0 — 5 et DE 3 on doit donc ajouter, dans le crochet du 


second membre de (2), le terme + 27. 
En particulier, pour w = 27, S devient l’aire de l’ellipse; les 
deux Arc tang se détruisent et il reste 


SAT Re 
V'AC — B2 
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CHAPITRE V. 


PROPRIÉTÉS DIVERSES RELATIVES AUX INTÉGRALES DÉFINIES. 


I. — INTÉGRATION DES SÉRIES: DÉRIVATION. 


313. Intégration. — Il peut être utile, pour calculer une inté- 
grale définie, de développer en série la fonction à intégrer : l’in- 
tégrale de la série est-elle la somme des intégrales des termes de 
celle-ci? Voici à ce sujet le théorème fondamental. 


Taéorime. — L'intégrale, entre des limites finies, d’une 
série uniformément convergente dans un intervalle qui con- 
prend ces limites, s'obtient en faisant la somme des intégrales 
des termes de la série. 


Soit en effet S(x) la somme d’une série uniformément conver- 
gente (n° 136), pour une valeur + comprise dans l'intervalle de 
convergence uniforme; désignons par & et b deux quantités de ce 
même intervalle. On a 


S(T)=u(T)+u(r) +... .+un(r)+ Rift); 


d’où 


b 
(1) JE S(æ)dxr — 


La série S(x) étant uniformément convergente, on peut prendre 


au b b 
f'ucæyde ++ un(æ)dr+ [ Re Cr} da 


«à 


N assez grand pour que modR,(x) soit inférieur à un nombre 
donné e, pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b, et 
pour toute valeur de » égale ou supérieure à N; on a ainsi, dans 
ces conditions, 


b b 


mod f Ra(æ)de<e f AREAS DE 


Donc si (b — a) est fini, c’est-à-dire s1 les deux limites & et 
sont finies, on pourra prendre N assez grand pour que le premer 
H. 21 
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membre soit aussi petit que l’on veut, pour toutes les valeurs 
de ñ au moins égales à N; et par suite, d’après (1), la série indé- 


finie 
b b 
GE u(æ)dæ + f u(x) dx +... 
[4A a 
b 
aura pour somme la quantité JL D(t)a%. CIO SE UD: 
[A 


314. Il est indispensable d’introduire dans la démonstration 
précédente la notion de convergence uniforme. 

Voici, par exemple, un raisonnement qui figure dans un ancien 
Traité d'Analyse. On écrit la série 


S(T)=W(T)+.+un(rT)+R;(x); 


puisqu'elle est, par hypothèse, convergente, R, (x) tend vers zéro 
pour 7 infini. Si maintenant on intègre les deux membres entre 


a et b, 1l vient 


b 
fl S(x) dx = 


b 
et, puisque R, tend vers zéro à mesure que » augmente, dl R, dx 
« 


b b b 
U de. | ande+ [ Ride 
«a a 


tend aussi vers zéro. Donc.... 
La faute de ce raisonnement est la suivante. 


Pour une valeur de x comprise entre & et b, la série S est con- 
vergente; c'est-à-dire que R,(x) tend vers zéro, à mesure que 
n augmente, x restant fixe. Mais si l’on fait à la fois varier netx, 
rien ne prouve que R,(x) tende vers zéro; et, comme dans l’inté- 


b 
À R,(æ)d 


æ est essentiellement variable, on n’a pas le droit de dire que l’in- 


grale 


tégrale a pour limite zéro, quand x augmente indéfiniment. 


910 cn exemple va le confirmer. 


Reprenons la série non uniformément convergente du n° 137, 
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pour laquelle on à 


nT 


Rr1tx) — (a+ 


Ce reste tend vers zéro quand x a une valeur fixe réelle quel- 
conque, et quand x augmente indéfiniment : car pour &æ = 0, 
R;_,(x) est nul, quel que soit n; et pour æ non nul, l’exponen- 
uelle (1+x?)*T1, de base supérieure à l'unité, est infiniment 
grande par rapport à #, quand x tend vers l'infini. Néanmoins 


l'intégrale 
1 
dl R: (2) dr 
0 


ne tend pas vers zéro, lorsque 7 augmente indéfiniment, car on a 


il 


[ nr TRES I I ; I I 
»2 \n+1 SE eee M Erepeper Ra PE rEt 
A LES Et ARS ECAILARN CT 


À , 1 43: 
expression qui, pour 7? —, est égale à -- 


316. Dérivation. -— La question de la dérivation des séries est 
liée à la précédente; on va établir que : 


THéorkme. — Sy une série S(x) est convergente dans un 
intervalle ab, et si la série 


AR) =Ui(r) UE)". 


des dérivées de ses termes, est non seulement convergente, mais 
uniformément convergente dans cet intervalle, E(x) sera la 
dérivée de S(x), pour toute valeur de x comprise entre a et b. 


On a en effet, en désignant par y une quantité comprise entre 
a et b, 


s y fr 
ef: S(æ)dr= fui(æ)de+..+ f UE (TC) drEeRes 


«a cp 7 2 


puisque la série £(x) est uniformément convergente ; ou 


[| Stœ)dr —=[ui(y)—u(a)]+...+[ui(y)— un(a)]+..., 


« 
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c'est-à-dire (n° 129, 6°) 
AY 
E(æ)dx = S(y)—S(a), 
SRE 
relation qui montre bien (n° 265) que 2(y) est la dérivée, par 
rapport à y, de S(y)—S(a), c’est-à-dire de S(y). 


CrÉO- FLD: 


317. Remarque. — Quand la série S(x) converge, la série des 
dérivées de ses termes peut ne pas converger. Ainsi la série 


sin sin2?r sin 22T 
£ J = 


+ RE 
12? 22 n? 


est convergente, puisque les modules de ses termes sont inférieurs 
PUS , , I 
aux termes de la série convergente dont le terme général est at 
. 
mais sa dérivée ne saurait être représentée par la série 


COST + COST +...—+ COSN?T +..., 


ne: 
qui n est pas convergente. 


Applications. 


318. Développement de arcsinx. — On part de la formule du 


. . I 
binome généralisée (n° 161 our M — — - 
5 ( ): P 3 


Cette série de puissances a pour cercle de convergence le cercle 
de rayon 1 (n° 161), et converge dès lors uniformément dans tout 
cercle intérieur; en particulier elle converge uniformément lorsque 
æ est réel et compris entre — 9 et Hp, p élant aussi voisin de 1 
qu'on veut, mais inférieur à 1. On peut donc intégrer la série 
entre o et æ, pourvu que mod soit plus petit que p, ce qui donne 


; 1 153. UNE) UE Re 
ArCSNT=LT+- +... +  — +..., 
nus DAS UNE 2 +I 
développement valable entre —p et op, c’est-à-dire entre —1 


et +1, ces limites pouvant être exceplées. 
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319. Développement de arc tangæ. — On part de la série 


1! , 
nm NT at — DE. .., 
It 
qui, de même, converge uniformément lorsque x est réel et com- 


pris entre — o el + p. Donc, en intégrant entre o et x, 


8 Fe 
Arc tangæ =æ—— + —--,.., 
d 9 
développement valable quand x est compris entre — 1 et +1, 


ces limites pouvant être exceptées. 
Des considérations plus délicates, dues à Abel, montrent que 
les développements de Arcsinx et AÂrctangx sont encore valables 


pour æ = Ciel) 


II. — DÉRIVATION SOUS LE SIGNE TE 


320. Soit f(x, a) une fonction de x, dépendant d’un para- 

mètre «; l'intégrale 
b 
(1) I — Î VE RNA 
ACL 

où les limites & et b sont, soit des constantes absolues, soit des 
fonctions de «, est une fonction du paramètre 4. Lorsque l’inté- 
gration de f(x, 2) par rapport à æ est impossible à l’aide des 
fonctions élémentaires, on définit ainsi une fonction nouvelle, 
dont il est généralement impossible de donner d'autre expression 
que l'expression (1) : on va indiquer comment on peut former sa 


dérivée par rapport à &. 


321. Règle de Leibnitz. — Supposons d’abord les limites «& et b 
indépendantes de x, et donnons à ce paramètre un accroisse- 
ment À; 1l vient, pour l’accroissement AT de l'intégrale, 


b 
AI = f [f(æ,a+h)— f(x, a)] dr, 
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et la dérivée de I par rapport à & est la limite, pour À —0, de 
l'expression 


AI __f'f(ma+h) (ra), 
5 =) h sf 


Or la quantité sous le signe f a pour limite, quand X tend 


vers zéro, x et a restant fixes, la dérivée partielle f,(æx, a), c'est- 
à-dire que l’on a: 


ACER ce 


e désignant une fonction de +, & et h, qui a zéro pour limite 
quand X tend vers zéro, x et a demeurant constants. D'après cela 


AI b b 
Feed | UE 


Dans les anciens Traités de Calcul intégral, on se borne à faire 
b 
observer que l’intégrale 1 e dx tend vers zéro, puisque € tend 
«a 
lui-même vers zéro avec , et il reste 


A I Fa 
im == f TACANOITET 


d’où cette règle, due à Leibnitz : 


b 
> x 4 L ; L ? r , L 1 42 
R£cze. — La dérivée de l’intégrale | f(x,a)dx par rap- 
SU 
port au paramètre a, lorsque les limites a et b sont des con- 
stantes absolues, s'obtient en remplaçant, sous le signe 1e la 


fonction f par sa dérivée, prise par rapport au paramètre. 


322. Mais le raisonnement ci-dessus est insuffisant : s ne tend 

vers Zéro avec À que si æ (aussi bien que a) reste fixe, et dans 
b 

l'intégrale | e dx, x varie de a à b. On n’a donc pas le droit 


LE 
d'affirmer que cetle intégrale ait pour limite zéro : un cas analogue 
s’est déjà présenté dans la question de l’intégration des séries. 


Pour que l'intégrale eût sûrement zéro pour limite il faudrait 
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que, pour toutes les valeurs de } de module suffisamment peut, 

pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b, et pour 4—%, 

la fonction e(x, a, h) demeurât inférieure, en valeur absolue, 

à un nômbre donné, &/, aussi petit qu’on voudrait; l'intégrale 
b 

11 e dx serait alors inférieure à e'(b — a), et aurait bien zéro 


« 


pour limite (t). La règle serait alors applicable, et donnerait la 
dérivée de I, pour 4 =. Il paraît difficile de préciser les condi- 
Lions nécessaires et suffisantes auxquelles doit satisfaire la fonc- 
üon f(x, «) pour qu'il en soit ainsi; aussi se bornera-t-on à 
indiquer un cas particulier, très étendu, où la règle s'applique en 
toule sécurité. 


323. Ce cas est celui où la fonction f(x, à + h) vérifie la for- 
mule de Faylor réduite aux deux premiers termes : 


J{æ,a+h)—f(x,a)=h fix, a)+ fe DaledEl Po). 
Cela suppose (n° 53) : 


AOueS/ lee Cr a)ssontedes foncuons éontnnes de 
la variable 4, lorsque à varie entre deux limites &,, 4,; et cela 
quelle que soit la valeur attribuée à x entre a et b; 

2° Que f,: est finie et déterminée quand « reste entre &, el &, 


et x entre a et b. 


On a en ce cas 


AI MCE DES ICT) 
hk = h dé 


b b 
= f fat a)de+ [ fit a+0%)dr 


Or, si aucune des limites a, b n’est infinie, la dernière inté- 
grale, au second membre, est finie, puisque, par hypothèse, /;: ne 
devient infinie pour aucune des valeurs de & et x respectivement 
comprises entre &, et, a et b : le produit de cette intégrale 


(!') À condition encore qu'aucune des limites, & et b, ne soit infinie. 


Ca 
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I LATE 4 UE : 
par — L tend donc vers zéro avec h, et, à la limite, on a bien 
2 


di AE 
da =) Jar a)dr 


pour toutes les valeurs de « comprises entre à, et «. 


CNED, 


324. Si les conditions du n° 323 (ou des conditions analogues) 
pe sont pas remplies, ou si l'intégrale donnée a une de ses limites 
infinie, on ne peut appliquer avec sécurité la règle de dérivation; 
une discussion spéciale peut devenir nécessaire dans chaque cas 
particulier. 


329. Remarque. — La remarque suivante simplifie cette dis- 
cussion dans le cas des limites infinies, si l’on suppose remplies 
les conditions du n° 323. 

On a en effet, d’après (2), « et b étant supposés finis, 


AI SEE Are 
(53 ns = | fi(r,a)dr + SL fatx,a+0h) dx. 


Supposons que b tende vers l'infini; la limite du second 
membre, pour L = o, sera celle de son premier terme, à savoir 


trie a) dx, 


" fix, a +0h)dx 
a 


si l’intégrale 


a une valeur finie : en ce cas donc, la règle de Leibnitz sera sûre- 
ment applicable. 

Voici au contraire un exemple d’illégitimité de la règle de 
dérivation, dans le cas d’une limite infinie. 

Soit l'intégrale 


qui est finie et déterminée (n° 300); c’est dès lors une constante 


4 4 A , s 2 
absolue, que l’on démontre d’ailleurs être égale à =: Faisons le 
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changement de variable x — 27, x étant une constante positive; 


® sinv °sinay 
—— dr — ——— dy. 
0 D JA 


2 0) 


il vient 


La dérivée du second membre par rapport à « doit être nulle, 
puisque cette intégrale a pour valeur une constante absolue; or 
en appliquant la règle, on trouverait, pour cette dérivée, 


[ cosay dy, 


20 


expression évidemment indéterminée. 


326. S1 les limites a et b de l'intégrale proposée (1) sont, non 
plus des constantes absolues, mais des fonctions du para- 
mètre à, on trouve la dérivée en appliquant la règle de dérivation 


des fonctions composées. On a 


di 01 db OI da 


= 


dx  0b da da da 


.b 
1 Lie 
OCT 


ol 
* ob 


‘ ) 
rieure, 0, étant f(b, a) (n° 265) et _. étant de même — f(a, a), 


La dérivée 


0 
de f f(z, «) dx par rapport à la limite supé- 


il vient 
di 


da 


L db da FE 
= fa + Î fit, a)dæ. 


Intégration des différentielles totales. 


327. Problème. — £'tant donnée une expression de la forme 
X dx + Y dy + Zdz, où X, YŸ, L sont des fonctions de trois 
variables indépendantes x, y, z, reconnaître s’il existe une 
fonction u, de x, y, 3, dont cette expression soit la différen- 
rentielle totale, et trouver cette fonction u, st elle existe. 


On a supposé, pour simplifier l'écriture, qu'il n’y avait que trois 
variables indépendantes; l'énoncé s'étend de suite à. n variables. 

Traiions d’abord le problème pour deux variables seulement, 
l’expression donnée éiant X dx + Y dy. 
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Si la fonction w existe, on aura par définition 


ou À ou … 
OT 0y 4 


Dérivant la première de ces relations par rapport à æ et la 
seconde par rapport à y, on obuent 


o2u oX du OY 


OxÔ0y dy. dy 0x 0x” 


d’où la relation de condition 


oX _oY 
DOME 


On trouve ainsi une condition nécessaire pour que X dx + Y dy 
soit une différentielle exacte, du; je dis que cette condition est 
suffisante, c'est-à-dire que, si elle est vérifiée, la fonction w 
existe : pour l’établir on va former cette fonction. 


La dérivée de uw par rapport à + doit être égale à X, c'est-à-dire 


ou z Tate ee é 
que Fr Ne UT en déduit, en intégrant par rapport à æ, 


(2) | = jf X dx +», 


0 


æo étant une constante absolue, choisie à volonté, et 6 une con- 
stante par rapport à æ, c’est-à-dire une fonction de y; dans l'inté- 
grale, y est traité comme constante. 


3 ; ; ; à ou SU 
Il faut maintenant déterminer pe de manière que ve soit égal 


à Ÿ : à cet effet, dérivons les deux membres de (5) par rapport 


à y, en appliquant la règle de dérivation sous le signe Je On aura 


s. ou Lx 70 dp 
Door. e NOR 
} 9 1 .s \ OX Dre 
Mais, d’après l'hypothèse (4), de donc 
ab de de 
à CNE — . f Ds us 
(0, 2) JL ee dx + 7. Y(t, Y)—Y(Xo, Y) + Te 
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ou 
de 
— = Y(x : 
OV ( 0) J) 
Cette relation n'offre aucun caractère d’impossibilité, puisque 
les deux membres sont des fonctions de y seul, x ayant disparu : 


on en lire, en intégrant par rapport à y, 


y 
Ce f Véro) dreE Ci 
co 
Yo désigne une constante absolue, quelconque, et C une con- 
stante par rapport à y, c’est-à-dire une constante absolue, 
puisque # n’est fonction que de y. 
On à ainsi pour w l'expression 


lA 


à 
(6) Le f X(x, y) dr + [ Y(Xo, ) dy + const. 
# JE 
Au second membre, x, et y, sont des constantes arbitraires que 
l’on choisira de manière à simplifier les calculs; dans la première 
intégrale, y est traité comme une constante. La foncuon w existe 
donc, el est donnée par (6), ce qui établit le théorème (!). 


328. Passons maintenant au cas de trois variables indépen- 
dantes. On voit, comme plus haut, qu'il est nécessaire, pour que 
X dx + Y dy + Zdz soit une différentielle exacte, que l’on ait 
identiquement, quels que soient +, y, 3, 


PATUEM oX OZ OY __ 0Z 


(7) RAA LES RREES 


Je dis que ces conditions sont suffisantes : montrons pour cela 
que, si elles sont vérifiées, la fonction w, définie par la formule 
analogue à (6), 


ÈCE Î X(x,7,3)dr 


a 


+ 5 
+ Î Y (To, Y, 2) dy + [ ZL(Xo, Vos 3) ds + const., 
Yo Cats 


(!) Deux fonctions, w et U, données par (6) et répondant à des valeurs diffé- 
rentes de x, et y,, ont mêmes dérivées, X et YŸ, par rapport à x et y; elles ne 
différent donc que d’une constante, c’est-à-dire que le second membre de (6) ne 
contient, en réalité, qu'une constante arbitraire, additive. 
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a pour dérivées partielles, par rapport à x, y, z, les fonctions 
X, Y,Z: dans la première intégrale y et z, dans la seconde 3, 
sont traités comme des constantes. On a immédiatement 


ou 
HS a XP MEN 


En second lieu : 


ou " oX 
_ = f Dai HA (T0, 9, S), 


ro 


4 OXSF 
el, puisque D St 


ou X 9Y 
= D de + Y (a y) 
= Y(z, 7,3), 7,3) + Ya, Y,2)=Y(&, me): 


Enfin 
ou NON Y 9 
FER ‘é Xe) de+ [ = Y(xo, ÿ; 4) dy + L(xo, Jo: £), 
Æ x & Yo 2q 


ou, en vertu de (5), 


= f 


lo 


5 à 2 û 
m2 4) dr Lu 7e DAS RUE CES 
= VAGA V2)—L(To, Y, 2)+ L(Xo, Y, 3) — L(Xo, Vos 2) + Z(To, Vos Z) 
A V2): 
CNED, 
Les formules (7) et (8) s'étendent immédiatement au cas d’un 
nombre quelconque de variables indépendantes. 


329, Exemples. — 1° Soit l'expression 
J(x) dx + g(y) dy; 


1 : OL 
0 Et A “à L —_— — > 
c'est une différentielle exacte, car 7 TEE er) = 0; eL 


38 Y 
Es fæ)dr + f o(y) dy + const., 


Yo 


ce qui était évident a priort. 


ÿ dx — x dy 


2° L'expression == 
x? Din VE 


est une différentielle exacte, comme 
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on le vérifie de suite par {4), et l’on a 


Dvd Y vo dy 
AE —_——— — ——— + const. 
fi — 4 A _ 22 

An 72 Ÿ Yo T5 cu 


La seconde intégrale disparaît si l’on prend x, —o, et il reste 


x 
Le [ J - dæ + Const. = arc tang — + const. 
AD nr A 


III. — SÉRIE DE FOURIER. 


330. Lemme. — On a, lorsque m est un entier non nul, 
a+2T d 
(1) Î sinmæT dx =—-—(cosmxYT?T= 0, 
Ce a 


résultat qui subsiste évidemment pour m—= oo. 
De même 
Aa+2T 


> 
0 SM EO 
54, f RS PAR RÉ 
MOTS ST RC. 


RACE 


Soient maintenant » et n deux entiers positifs; on a 


a +2T 
À sinmæxcosnx dx 


€ 


[ 1 
D] 
« 


(3) A EOT a+2T 


, A 
sin(m + n)x dx + - f sin(m—n)x dx = 0; 
2 
Le D « 


[ sinnæsinnæ dx 
+ 
a+2T 
Î [cos(m—n)x—cos(m+n)x]dx =o, si mZ2n, 
a . 
ST DEN AIDE UE 
atr2T 
je cosmæxcosnx dx 
ul 
" a+2T 
ef [cos(m—n)x+cos(m+n)x]dx=o, si mZ2n, 
[44 


| 
7 

| 

| 


ATOS NIUE. 1: 
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331. Cela posé, supposons qu’une fonction, f(x), soit repré- 
sentable, entre x = a etxæ = a+ 27, par un développement uni- 
formément convergent de la forme 


; f(æ)= Ao+ Ai cost + À: CcoS2% +...+ A, cos nx +... 
de { + B, sinx + B, sin2r +...#B, sinnx +...: 
il est aisé de calculer les coefficients À et B. Intégrons en effet les 
deux membres de (6) entre a et a + 27; l'intégrale du second 
membre est la somme des intégrales des différents termes, puisque 
la série est supposée uniformément convergente ; 1l vient ainsi 


a+2T 


4f Jr) or= TA, 


car tous les autres termes, au second membre, sont nuls, en vertu 


de (nero 


Donc 
a+2T 


A DAANTE A 


ce qui détermine À, 

Pour calculer AÀ,, multiplions les deux membres de (6) par 
cosnæ, et intégrons ensuite de & à a+ 27; il vient, en tenant 
compte de (5), 


a+2T 
il (Jos de =tTr A7 


D 2 À 
car tous les autres termes, au second membre, sont nuls, en vertu 
de (59Ætmer 2 


De même 


A2 
f A(r)sian rome, 


ce q ui donne 
aA+2T 


Ca os A 1 
(9) Ron | 1(æYcosnz dr, Bu= x | f{(æ)sinnædr 


T 
Telles sont les expressions cherchées des coefficients. 


332. Théorème de Dirichlet. — Ces calculs supposent essen- 
tellement que f(x) est développable en série de la forme (6) et 
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que cette série est non seulement convergente, mais uniformé- 
ment convergente entre a et a +2. 

Dans quel cas sera-t-on sûr qu’il en est ainsi, c’est-à-dire dans 
quel cas la série 


A0 A1COST +...+ A,COSnT +... 


(8; + B,isinr+...+B,sin rx +..., 

où les À et B sont remplacés par leurs valeurs (3), sera-t-elle 

uniformément convergente et aura-t-elle pour somme f(x)? 
Nous ne traiterons pas cette importante question, dont la solu- 

tion demande d’assez longs développements; bornons-nous à 

indiquer le résultat. 


Se f(x) est une fonction finite et continue entre a et a +27, 
pouvant toutefois. posséder un nombre finit de discontinuités 
sans passage par l’infint, et st elle n’a, dans l'intervalle con- 
sidéré, qu'un nombre fini de maxima et de minima, la série (8), 
dite de Fourier, représente la fonction entre a et a +2. 


Il faut observer que, si f(x) présente des discontinuités, sans 
passage par l'infini, entre a et a+ 27, les intégrales qui définissent 
les coefficients À, et B, sont néanmoins bien déterminées et finies, 
et qu'il n’y a dès lors aucune indétermination dans les valeurs de 
ces coefficients (n° 303) (!). 

Dans le Cours de seconde année, nous donnerons la démonstra- 
uon d’un théorème analogue à celui de Dirichlet pour une fonc- 
uon d’une variable imaginaire, mais avec des restrictions relatives 
à la continuité de la fonction. 


3933. Remarque I. — Le théorème précédent offre un grand 
intérêt analytique. Il permet d'exprimer, à l’aide d’une série dont 
les termes sont continus, des fonctions discontinues, et aussi 
de représenter par une même série deux ou plusieurs fonctions 
différentes : voici comment ce dernier point doit s'entendre. 

Soient w,(x) et w,(x) deux fonctions de æ, continues par 


(1) La série de Fourier donne la valeur exacte de f(æ) en tous les points (de 
l’axe des æ) où la fonction est continue; en un point de discontinuité, elle donne 
la demi-somme des deux valeurs de f(x) en ce point. 
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exemple entre a et a + 27; soit b une valeur de + comprise dans 
cet intervalle. Désignons par f(x) une fonction égale à o,(x) 
entre aetb,età #,(x) entre beta+2r:f(x)estune fonction 
continue de & à b sauf une discontinuité possible en b; on peut 
donc la développer en série de Fourier : 


f(x) = Ao+A1cosr +... 
- + Bi sinxr+..., 


et l’on a ainsi une série qui, entre a et b, représente v, (x) et, 
entre b et a + 27, représente v,(x). On pourrait de même sup- 
poser qu'il y a trois, quatre, ... fonctions + différentes. 


Exemple. — Cherchons la série de Fourier qui représente 
v,(x}=uientre Etre or (Er) = MRentrentICrEne 


On a 


PTE 


s 2:70 T » 
sh l I 
Ave / JAC)COSRTATER jh 1.cosn x dr + — [Il (—1)cosnxr dr, 
T T - 
A) 0 COTT 


car (xt) r.entrétoeLr el" néntremel T0 NemUCONNtTE 
Ay— (D) 
De même 


T : 2T 
B, = — [ SINnnTIAT — 4 sinnæx dx 
T T 
415 


SA0 
| OPSLNTICS VIDA Ir 


A ET , 

= — COST Eten UE 0 ES l 
nT 0 nT x : 

AT 


Donc, en observant que À, est nul aussi, on a 


» Si À impair. 


À 
Sin 3 Te sin5æ +... ): 


Col 
Où 4 


14 
AGO RTE 
(A 


sous une autre forme, la série 


: Le LATE 
SLT SSIDS LT SIN SEE 
d J 
; TE . k T 
est égale dt quand æ est compris entre Oo et, et à — —; quand x 
4 1 
est compris entre tet2r. 


334. Remarque II. — Il résulte de la Remarque qui précède 
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que, dans l'intervalle de b à a + 27, inférieur à 27, on pourra 
représenter une fonction donnée, w( x), par une infinité de séries 
de Fourier; car il suffira de se donner arbitrairement une fonc- 
lion ©, (x) entre a et b, et de former la série qui représente ©, (x) 
entre «a et b, et o(x) entre beta +2. 


Application. Développement en série de cosinus. — Soit 
DT 00) at-on x; désisnons par c(x}une fonction 
donnée et prenons pour #,(x), entre —reto, la fonction 

pi(r) =o(—xr). 


Développons en série de Fourier, de —xr à +7, la fonc- 
uon f(x), qui est égale à »,(x), c'est-à-dire à o(— x), entre —7 
et o, et à w(x) entre o et x : cette fonction est paire; f(x)sinnx 
est donc une fonction impaire, et l’on a, par suite (n° 263, 4°), 


+T 
FB= f Lo) sion 2 de 10 
NES 


De même f(x)cosnx est une fonction paire, et, par suite 


(n° 263, 4°), 


+T rT 
CU D f(æ)cosnæ de => f G(r)cosnTr dr, 
| —T 0 
(9) e 
rh f p(æ) dx. 
0 


Il vient ainsi, pour æ compris entre — r et +7, 


f(x) = A+ Aicosx + A,cos2% +..., 


les À ayant les valeurs (9); c’est-à-dire, puisque f(x) est égal 
àv(æ)entreoetr, 


. p(æ) = A+ Aicosr + A:cC0827 +. 


"2 


développement de (x) en série de cosinus, valable entre x — o 
CLIENT: 


Développement en série de sinus. — Si l’on avait choisi o,(x), 
entre — 7 et o, par la condition 


p(r)=—g(— x), 
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la fonction f(x) définie plus haut eût été une fonction impaire : 
alors les A, sont nuls, les B, ont des expressions analogues à (9), 
et l’on obtient ainsi un développement de o(x), valable encore 


entre o et tr, ne contenant que des sinus. 


IV. — CALCUL APPROCHÉ DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


339. Quand il n’est pas possible de calculer la valeur exacte 
d’une intégrale définie, on a recours, dans la pratique, à des mé- 
thodes d’approximation qui vont être exposées. L'une d'elles, sur 
laquelle on ne reviendra pas, est le développement en série de la 


fonction sous le signe f; on limite ce développement à quelques 


x ? = SRE. , ’ 
termes, qu on intègre séparément. 


b 
336. Méthode des trapèzes. -- Pour calculer ‘1 Trade: 


c’est-à-dire l'aire comprise entre l’axe des x, la courbe y — f(x) 
et les deux ordonnées x = a, x = b (fig. 82), on la divise en 


Fig. 82. 


aires plus petites en menant des ordonnées intermédiaires. On 
substitue ensuite à chacun des trapèzes curvilignes ainsi obtenus 
le trapèze rectuiligne de mêmes sommets, et la somme des aires 
des trapèzes reculignes donne une valeur approchée de l'intégrale 
proposée. 

Si la courbe y — f(x) est tracée, il sera bon de mener des or- 
données intermédiaires équidistantes; si, au contraire, on ne 
connaît pas exactement la courbe, mais seulement la valeur de y 
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pour certaines valeurs de +, on pourra se borner à mener les or- 
données qui correspondent à ces valeurs de l’abscisse. 


337. Interpolation. — On remplace la courbe y — f(x) par 
une autre qui s’en rapproche entre les limites d'intégration, 


y = ?(x), et l'aire correspondant à celle-ci fournira une approxi- 
mation de l’aire cherchée. 


Supposons que, pour des valeurs x = &@, @:, ..+, An, comprises 
entre a et b, la fonction f(x) ait des valeurs y,,ÿ2, ..., Yn : on 
peut choisir pour (x) le polynome d'ordre ñ7 —:1 qui, pour 


di. Un est Cgald Vi, dns Let dontél'expression 
classique est 


(æ — &>)...(T — an) (æ — ay). =.(T — an-1) 


a ta, er co) 


Si l’on intègre ce polynome entre & et b, on obtient, pour 
valeur approchée de l’aire primitive, l’expression 


b 
1. p(æ) de =Yilh+ÿels +... + Ynln; 


a 


en désignant, pour abréger, par 1,, ..., 1, les intégrales 


Alesis) slelele uratsle sels ets een aie sole 6 sal sre)e à 


qui ne dépendent pas de la fonction f(x), et dont le calcul théo- 
rique n'offre aucune difficulté, puisqu'elles portent chacune sur 
un polynome entier en x. 


333. Méthode de Cotes. — Il n’est pas nécessaire de calculer 
les intégrales I dans chaque cas particulier; le calcul peut être 


fait une fois pour toutes à l’aide d’un changement de variable. 
Posons, en effet, 


æ=a+(b—a)0, d’où dx —=(b— a) dh; 
d=a+(b—a)06;, 
a=a+(b—a), 


ae se) eus 0 0" © 9,552 CE HER 


an=a+(b—a)0,; 
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Il vient 
1 
CS de NT CPE 
I =(b—a Jl 0. 
Re TE TP.) 
1l 
(0 —6,)(0 —62)...(8 — 0, 1) 
IR b — - db. 
a) (0n— 01) (0n—0»)...(0» — 0»-1) 
Les quantités 0,, 0%, ...,(, sont égales respectivement aux rap- 


ports dans lesquels &,, &:, ... divisent l'intervalle ab. Si donc 
on adopte toujours le même mode de division, on pourra calculer 
une fois pour toutes les intégrales qui figurent dans l’expression 
de 1, :..,1,; appelons-les K,, .:., K3;1l viendra 


b 
il o(x) dx =(b—a)(Kiyi+...+KnYn). 


Ar à 


Cotes suppose qu’on a divisé l'intervalle ab en parties égales, et 
que le point a, coïncide avec a, le point a, avec b. 


On a alors 


I 2, 


, 0 — 


TO Vol 


= 0, da 2 RRe 0, = 1. 


Développons le calcul en supposant 7 — 3; il vient 


pa f'onnaiae; 
ÿ 4 Gr) ne 


et, de même, 
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d’où l’expression approchée de l’aire ( fig. 83) 


Da 
6 


(Yi+4Y2+ 3). 


On trouverait ainsi, pour n = 4, 


PET 
D tn Jus Ya ie); 


pour 2 — 5, 


b— a 


da (7 Yi1+32Va+ 12Y3+ 32 + 75). 


339. Méthode de Simpson. — On divise l’aire en » parties par 
des ordonnées équidistantes; on a ainsi à évaluer 2 trapèzes cur- 
vilignes. Pour évaluer approximativement chacun de ces trapèzes, 
on en mesure l’ordonnée médiane et l’on applique la formule de 


Cotes pour ñn— 3. Sidonc y1, V2, ..., Yny1 (fig. 84) désignent les 


Fig. 84. 


“œ où 


longueurs des ordonnées primitives, y, y, -.., y, celles des 
ordonnées médianes, l’aire sera donnée par la formule approchée 


b— a 
Gr 


[Cri 4Pi+Ya)+ Er +A4Yn+Ynr)l, 


c’est-à-dire 


DE 
Gr 


[Yi+2Ya+ 234 + 2Yn + Var + 4 + 4Vs + + A Val. 


mm ———— 


w 
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TROISIÈME PARTIE. 
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 


> © — 


CHAPITRE L. 


THÉORIE DU CONTACT; ENVELOPPES. 
I. — THÉORIE DU CONTACT. 


340. Généralités. — On peut définir une courbe plane, soit 
par la relation qui lie les coordonnées x, y d’un de ses points, soit 
en se donnant les expressions de x et y en fonction d’un para- 


mètre ou argument #, sous la forme 
(1) PHEPATIF D'ACHAT 


De même, pour une surface, on peut se donner soit l’équa- 
uon f(x, y, z)— 0 qui lie les coordonnées x, y, z d’un point, 
soit l'expression de x, y, z en fonction de deux paramètres wet v: 


(2) æ = æ(u, 6), y = y(u, pv), 3 —z(u, 9). 


Dans ce dernier cas, l'équation cartésienne, f(x, y, 3) — 0, 
s’obtiendrait en éliminant & ete entre les trois relations paramé- 
triques. 

Enfin, une courbe gauche peut être définie, soit par l’intersec- 
Hondeédénsesnnlacest-/(2, V2) —0; 2x, y,.2)—0;sSoltipar 
l'expression des coordonnées +, y, z en fonction d’un argument t: 


(3) Pr), Dep (C), 2 ali 


Les paramètres directeurs de la droite qui joint deux points sont 
proportionnels aux variations des trois coordonnées; donc, à la 


344 TROISIÈME PARTIE. — APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 


limite, ceux de la tangente à la courbe (3), au point d’argument 4, 
sont proportionnels à dx, dy, dz, c’est-à-dire à x'(4), y'(t), 3'(t). 

De même, pour la surface (2), les paramètres directeurs d’une 
tangente quelconque, au point d'arguments w, 6, sont propor- 


: ; dx 0x 
A “#4 % A \ F4 
üonnels à dx, dy, dz, c'est-à-dire à D du + 5 d: Rs 00 


faisant varier le rapport du: de, on obtient ainsi les directions de 
toutes les tangentes à la surface au point considéré. On vérifie de 
suite qu'elles sont dans un même plan. 


341. Points simples sur les courbes ou surfaces. — Étant 
donnée la courbe plane 


(1) Dit), LEUR 


pour l’étudier au voisinage du point M, d’argument #4, on sup- 
posera toujours que les fonctions æ(t), y(t) sont développables 
en séries de Taylor, convergentes dans un certain cercle, ordonnées 
suivant les puissances croissantes de { — 4, : admettons, de plus, 
45 à un point de la courbe, pris au voisinage de M, ne réponde 
qu’une seule valeur du paramètre Le 

Le point M sera dit simple si les quantités x'(4,), y'(t9) ne sont 
pas nulles à la fois. Pour établir que cette définition est d’accord 
avec la notion géométrique ordinaire, coupons la courbe proposée 
par une droite, de coefficient angulaire quelconque, tracée à une 
distance infiniment petite du point M : 


Y—y(t)+ mIX—zxz(to)] =e, 


désignant un infiniment petit, et cherchons en combien de 
points, voisins de M, cette droite rencontre la courbe. A cet effet, 
remplaçons, dans l’équation de la droite, X et Y par x(t)ety(4), 
et posons, pour simplifier, £— 4, —0; nous obtenons l’équation 


VYto+0)—y(to)+ m[x(to+0)— x(t)]=E, 


et nous devons chercher combien cette SALAIRE en 0 a de solu- 
tions voisines de zéro. 

Le premier membre, par hypothèse, est une foncuon de 8, 
f(4), développable en série de Taylor, convergente à l’intérieur 
d’un certain cercle; si æ’(t5) et y'(t9) ne sont pas nuls à la fois, le 
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développement de f(4) commence par un terme en 4, sinon par 
un terme en 0”, r étant au moins égal à 2. Or on établira dans Île 
Cours de seconde année que, si une série de puissances, f(0), 
commence par un terme en (*, l’équation f(0)— :, lorsque e est 
assez pelit, est satisfaite pour n valeurs de Ô voisines de zéro. 

Il résulte de là que, si x est supérieur à l'unité, une droite quel- 
conque, tracée à une distance infiniment voisine du point M, coupe 
la courbe en n points voisins de M; par suite, le point M n'est 
simple que si n est égal à 1, c’est-à-dire si +'(t,) et y'(lo) ne sont 
pas nuls simultanément. 

De même, sur la courbe gauche (3), le point d'argument #, 
sera simple si æ&'(t5), y'(to), z'(t,) ne sont pas nuls à la fois, en 
supposant toujours les fonctions æ(t), y(t), z(t) développables 
en séries de Taylor convergentes, suivant les puissances de £— to. 


Passons enfin au cas de la surface définie par 
Ga} = ANA 3 AU ACDE 2 a LEE VA 


Nous supposerons qu’au voisinage de ws, #, les trois fonctions 
ci-dessus sont développables en séries de Taylor convergentes, 
ordonnées suivant les puissances de w — uÿ et © — #5, et nous 
dirons que le point M, d'arguments w,, P9, est simple si les trois 


expressions 
(4 dy 03 93 0y 03 0x 0x ds 0x dy nu dy or 
4 ss SZ ù — = ER uuœ 


) Ou d ou dœ” du 0p ou de du dv ou 20. 


ne s’annulent pas simultanément pour u = u5, ? = F5. 

On établit encore que cette définition concorde avec la concep- 
uon géométrique ; la démonstration rigoureuse est toutefois plus 
compliquée que la démonstration analogue indiquée pour une 
courbe. 

Bornons-nous ici à vérifier ce résultat dans le cas où les fonc- 
tions æ(u,v), y(u,v), z(u,v) sont rationnelles en w et v; la sur- 
face (2) est alors algébrique. Si Les trois expressions (4) s’annulent 
pour 4 = U5, Ÿ = fo, cela exprime géométriquement que les trois 
courbes algébriques, d'équations 


Du, v)= æ(uo, Po); Ju, v)=7y(w, V0); 3(u,0)= 3(U0, Vo), 


où w, e sont les coordonnées courantes, courbes qui passent par 
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le point &, Fo, ont même tangente en ce point; par suite, deux 
quelconques d’entre elles y ont au moins deux intersections con- 
fondues. Coupons alors la surface (2) par une sécante parallèle à 
un axe de coordonnées, Oz par exemple, issue du point M, d’ar- 
guments &o, Vo; les arguments w, 6 des points de rencontre 
vérifient les deux équations 


DEULNDIE TU 0) PNY ÉTAT EE ONE 


el, en vertu de ce qui précède, la solution uw = us,  — 9 compte 
pour deux, au moins. Sous une autre forme, toute sécante parallèle 
à un des axes de coordonnées et issue de M a, avec la surface, 
deux intersections au moins confondues en M : ce point n’est donc 
pas simple, dans le sens géométrique du mot. 


342. Si le point M (fig. 85), d’argument f,, est simple sur 


une courbe plane ou gauche, les deux points M’ et M”, d’argu- 
ments £, +e et é —e, sont, sur la courbe, de part et d’autre de M, 
pour e suffisamment petit. Cela résulte immédiatement des rela- 


Uons 
æ(tlo+e)—x(to) = EX'(to) +..., 


T(to—Ee)—L(to) =—2r' (to) +..., 


et des relations analogues pour y et =. 


343. Distance à une surface d’un point infiniment voisin. — 


Fig. 86. 


Q (2 »Y1: 1) 


(Lo, Yo, Ko ) M (2, y, Z) 


Considérons, sur une surface, un point sémple P (fig. 86), de 
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coordonnées Z5, Vos 30, et Soit Q(x:,Y, 31) un point infiniment 
voisin de P et non situé sur la surface; une sécante quelconque, 
menée par Q, et non parallèle au plan tangent en P, coupe la 
surface en un point M voisin de P; on demande la valeur prin- 
cipale de la longueur infiniment petite QM, l’infiniment petit 
principal étant la distance PQ. 

Si À, a, y sont les cosinus directeurs de MQ, et x, y, 3 les 
coordonnées de M, on a 


Ty TL 44 120 em 0 is LA rm 


À se mi V 


d' = QM étant la longueur dont on demande la valeur principale. 
RAR PET AR NE 2, =. et AEMIportantiees 
valeurs dans l’équation f(x, y, z)— 0 de la surface, on obtient 


la relation 


0= f(æ1—Àd,y1— td, z1— vd) 


9 Cu f - NA  D 


en admettant que l’on puisse appliquer à la fonction f(x, —Àd, .….) 
la formule de Taylor, réduite aux trois premiers termes. 

Le point Zi, 1, 31(Q) étant infiniment voisin de &5, Yo, Zo(P); 
[valeurs principales de /.1: sont Ja valeur 
principale du coefficient de d'est ainsi (À fi, + nf}, + vf) : celte 
quantité n'est pas nulle, car son évanouissement exprimerait que 


la direction À, u, y de la sécante est parallèle au plan 
D are CZ 0) 0; 


qui touche la surface en P(!), et cette hypothèse a été expressé- 
ment écartée. Dans le dernier membre de (1), les termes princi- 
paux sont donc, puisque le terme en d? est négligeable devant le 
terme en d, 


fasyua)— dif + Bf, + vf) 
d’où l’on tire 
TAC NA 31) 


Valeur principale de d = —%— 5 ———7 ; 
P P hf DUREE UE) 


(!) Ce raisonnement suppose que fx, fyy f:, ne sont pas nuls à la fois, donc, 
comme on sait, que P est point simple de la surface, ainsi qu’on l’a admis. 
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ce qui montre, puisque le dénominateur n’est pas nul, que d'est 
de l’ordre de f(x1, Y1, &1). 

En particulier, la distance du point Q à la surface, comptée 
sur la normale issue de Q, est de l’ordre de f(x,, Y1, 31). 


De même, la distance à une courbe plane, f(x, y)—=0o, d’un 
point æ,, 1, infiniment voisin de la courbe, est de l’ordre de 


LACITRADE 


Remarque. — L’équation de la surface f(x, y, z)— 0 peut se 
mettre sous une infinité de formes; par exemple, en supposant 
que f soit un polynome entier, la surface f — o sera également 
représentée par f4— 0, à étant un nombre positif quelconque. Il 
semble alors, d’après la théorie précédente, que la distance d soit 
de l’ordre de f“, résultat absurde, puisque « est quelconque. Mais 
on doit observer que : 1° si « est supérieur à l'unité, les dérivées 
partielles premières de f* s’annulent en tout point de la surface 
f—= 9, et en particulier au point #5, Yo; 30, hypothèse que l’on a 
écartée dans le raisonnement précédent; 2° si & est inférieur à 
l'unité, les dérivées partielles deviennent infinies au même point, 
et application faite de la formule de Taylor n’est plus légitime. 


344. Distance à une courbe gauche d’un point infiniment voisin. 
— Soit, sur une courbe gauche, 


J(æ, J,3)=0, 8&(r;, Y,3)=0, 


un pointsimple P(x5, Yo; 3o)(Jig. 87); parunpoint Q(zx;,71,31), 
voisin de P et non situé sur la courbe, on mène une sécante QM 
Fig. 87. 


Q (Ty Yuka) 


LE (Lo, Yor Ko) 


coupant celle-ci en un point M voisin de P; on demande la valeur 
principale de la distance QM, en supposant que la sécante n’est 
pas parallèle à la tangente de la courbe au point P. 

Gardons les notations du numéro précédent; 1l vient de même, 
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(es) 
— 
de) 


en désignant par d la distance QM, 
(2) o=f(27,2)=f(eyns)—-d{fi+uf,+vfi)+d( ), 
(One) = (Ti, Yi, 21)—d(Àgz+ue,, + LA ES ACTE 
Les valeurs principales des coefficients de d sont 
M ER Te 0 CCN PE US EVE 


une au moins de ces quantités n’est pas nulle : car, si la première 
par exemple était nulle, la direction À, 4, y de la sécante serait 
parallèle au plan tangent de la surface f(x, y, 3) — 0 au point 
P(xo, Vos 0); l’évanouissement des deux quantités indiquerait 
donc que la sécante est parallèle à l’intersection des plans tan- 
gents en P aux surfaces f — 0, g — 0, c’est-à-dire à la tangente de 
la courbe CG, ce qui est contraire à l'hypothèse (1). 
AC MP 

Supposons, par exemple, Àf,,+...Zo; l'équation (2) se ré- 

duit, en ne gardant que les termes principaux, à 


Jai Ja 8) — dk fa, + REV fa) = 0 


ce qui montre que d est de l'ordre de Ti He sn DemeMme 
si Àg,, +.-..20, d est de l’ordre de g(x1, Y1, 31), qui est, dès 
lors, le même que celui de f(x, Y1, 31). Mais si A9, +... —0, 
le coefficient de d, dans l’équation (3), est infiniment petit, et 
cette équation montre alors que g(x:,Y1, Zi) est d'ordre supé- 
rieur à d, c’est-à-dire à f(Æ1, Vas Sa): 

Il résulte de là que, dans tous les cas, d'est l’ordre de celle des 
quantités f(æi, Va, 31) et g (T1, Va, 31) dont l’ordre est le moins 
élevé, c’est-à-dire de la plus grande de ces quantités, en valeur 
absolue. 


En particulier, {a distance de Q à la courbe, comptée sur la 


(!) Ce raisonnement suppose : 


19 Que fr Pro Je (et de mème g;,, g,, £x,) ne sont pas nuls à la fois et, 
par suite, que P est un point simple sur les deux surfaces f — 0, g = 0; 

2° Que les plans tangents en P à ces deux surfaces sont distincts, c’est-à-dire 
que celles-ci ne se touchent pas en P. 


4 
Or, si l’une ou l’autre de ces conditions n’était pas remplie, la courbe com- 
mune aux surfaces f — 0, g —0 aurait un point multiple en P, cas qui a été 
écarté. 
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normale menée de Q, est de l’ordre de la plus grande, en valeur 
absolue, des deux quantités f(x, Yi, 31), g(æi, Ya, 51). 


345. Définition du contact. — Soient C et C, (jig. 88) deux 
courbes ou surfaces pour lesquelles P est un point commun, 
simple sur chacune : si la distance à C d’un point quelconque Q, 


Fig. 88. 
l 
Q 
(C1) NAS 
P 


7 (C) 


infiniment voisin de P, pris sur C,, est d'ordre 7 + 1 par rapport 
à la longueur PQ, on dit que C, a, avec GC, un contact d'ordre n 
au point P. 

Le contact d’une courbe et de sa tangente est un exemple de 
contact du premier ordre. 


346. Contact de deux courbes planes. — C étant la courbe 
f(æ,y)=0, 
et la courbe C, étant définie par 
Ty). RENE) 


cherchons les conditions analytiques du contact d'ordre » en un 
point P : désignons par x,, yo les coordonnées de P, par æ,, y; 
celles de Q. La distance de Q à la courbe C est (n° 343) de 
l'ordre de f(x,, Yi); tout revient donc à exprimer que f(x,,71) 
est d'ordre nr + 1 par rapport à PQ. Or, si & et £, sont les argu- 
ments qui répondent aux points P et Q sur la courbe C,,ona 


PQ =[o(n)—e(t)l+[V() — (60) 


= [Cha to)? (o+e)P+ (a to) Y(to+e)P, 


L 


ce qui montre que la valeur principale de PQ est 


(ti to) rt) + VC). 
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Le point P étant supposé simple sur C,, #/(#,) et Ÿ'(#,) ne sont 
pas nuls à la fois (n° 341); donc PQ est de l'ordre de 4, — 4,, et 
l'on a dès lors à écrire que f(x,, y.) est d'ordre (n +1) par 
rapport à { — Lo. Or, si l’on pose pour abréger 


J[p(e), w(é)] = F(£), 


on aura, en admettant que la formule de Taylor, réduite aux n + 2 
premiers termes, soit applicable à la fonction F{(#), au voisinage 
de to, 
Je 1)= flo (4), Y(u)] 
—= HO F(t)+(4 — lo) F4) + ee eûe diste 
HR) 
Le Le SEE e lo )a+1 ( 1. 

Pour que le dernier membre soit d'ordre nr +1 en £, — 4, il faut 
et 1l suffit que l’on ait 


PPT APRES de F2(t) = 0! 


soit, en tout, (7 +1) conditions. 
De là cette Règle : 


Pour exprimer que la courbe G,, x —=v(t), y —%(t),a, avec 
la courbe C, f(x, y)—0o, un contact d’ordre n +1 au point 
d’argument t, on remplace, dans le premier membre de 
l’équation de G, x et y par leurs valeurs o(t) et 4(t) relatives 
à Gi, et l’on écrit que la fonction de t ainsi obtenue s’annule, 
avec ses n premières dérivées, pour t = to. 


347. Remarque. — Les deux courbes G et C, se traversent ou 
ne se traversent pas au point P selon que le contact est d'ordre 
pair ou impair. En effet, soit æ,, y, un point de C,, voisin de P, 
et répondant à l’argument 4, —t,+e; si l’on substitue x,, y, 
à æ, y dans le premier membre, f(x, y), de l’équation de la 
courbe C, le résultat est F(4,), c’est-à-dire 


F(t) 


- EE (ti to} FrH (to + 0e), 


quantité dont la valeur principale est 


RÉ en+1 Fr+1 ( lo). 
It EE) ! 
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On voit ainsi que F{4,), c'est-à-dire f(x,, y,), change ou ne 
change pas de signe avec e, selon que n + 1 est impair ou pair, 
En d’autres termes, les deux points de C, (jig. 89 et gr) dont 


les arguments sont {5 —€ et {o + €, el qui sont situés sur cette 
courbe, de part et d'autre de P (n° 342), sont de part et d’autre 
de la courbe f(x, y)=— o ou du même côté de cette courbe, selon 
que a + 1 estimpair ou pair. Donc enfin, si n est pair, les deux 


courbes C et C, se traversent ( fig. 89), et si x est impair, elles ne 
se traversent pas au point P (fig. 90). 


348. Si les deux courbes GC et C, sont données sous la forme 
J=y(æx), y = Y(x), 


on rentrera dans le cas ci-dessus en représentant C, par les 
équations 
æ = À, VUE YA: 
Alors on a 
F(e) = Y(t) — y{t), 
et les conditions précédentes de contact sont, en remplaçant 4 
par x, 
J'(æ)= Y'(x), 


Ga A — NA): 


(4) 


relations symétriques par rapport à C et C,;. Donc, si une courbe 
plane a, avec une autre, un contact d'ordre r en un point, la 


CHAPITRE I. — THÉORIE DU CONTACT; ENVELOPPES. 353 


seconde aura, avec la première, un contact du même ordre en ce 
point. 

En vertu des conditions (4), pour un contact d’ordre un, les 
deux courbes C et GC, ont, au point donné, la même tangente; 
pour un contact d'ordre deux, elles ont en outre (n° 71) le même 
centre de courbure O; pour un contact d'ordre trois (ébid.), leurs 
développées, qui se touchent en O, ont même centre de cour- 
bure O, en ce point; et ainsi de suite. En d’autres termes, les 
centres de courbure des deux courbes et ceux de leurs développées 
successives sont les mêmes, de telle sorte que, pour un contact 
d'ordre n, les (n —1) premiers centres de courbure, correspondant 
au point de contact, soient confondus. 

Observons enfin que si les courbes G et C, sont données par 


J(æ, y) =, - fie, Ÿ) = 0, 
les conditions du contact d'ordre n, au point x, y, sont toujours 
LOCATION) OUR NAN NA décisnentslessder- 
vées successives de y et Ÿ par rapport à x, dérivées qui se dé- 
duisent sans difficulté des équations des deux courbes (n° 66). 
Corollaire. — D'après les équations (4), si deux courbes 


ont en un point, avec une troisième, un contact d'ordre », elles 
ont entre elles un contact d'ordre 7 au même point. 


349. Contact d’une courbe gauche et d’une surface. — Suppo- 
sons que C soil la surface 


Ca J') 3) Ur 
et GC, la courbe gauche 
æ'— v(t), RARE FAT AU 


Soient encore Zo; Jo, 30 Les coordonnées de P; x,, y1, 3, celles 
de Q; &, et £, Les arguments de P et Q sur la courbe C,. 

Il faut, pour qu'il y ait contact d'ordre nr entre CG et C, au 
point P, que f(x, 1, 31) soit d’ordre (n +1) par rapport à PQ; 


or, la valeur principale de PQ est évidemment 
(ti — to) V9 2 (to) + (É0) + X2(b0), 


de sorte que PQ est de l’ordre de #, — #, : on écarte Le cas où l’on 
H: 23 
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aurait à la fors w'(45)— OL NA Es 0, parce qu'alors le 
point P ne serait pas simple sur la courbe C, (n° 341). 


En posant 


F(t)= flo(e), Ÿ(4), x C6), 
on a, comme au n° 346, 
fan Ya 21) = Ft) = EC EE). 5 


et, pour que le dernier membre soit d'ordre (nr +1) ent, —#t,1l 
faut et il suffit que l’on ait 


FE) NE CT) en NET ER 


en tout (7 +1) conditions. On en déduit une Règle toute sem- 
blable à celle du n° 346, et qu'il est inutile d'énoncer. 

On voit, comme dans la Remarque du n° 347, que la courbe 
et la surface se traversent ou ne se traversent pas, selon que le 


contact est d’ordre pair ou impair. 


350. Contact de deux courbes gauches. — Soient C la courbe 
(RS Vire)0 PACA ES Er 


et C, la courbe 
D g(t), y—=Y(t),  2=7(t). 


En gardant les notations du numéro précédent, il faut expri- 
mer que la distance à la courbe C du point Q(x:, y1, 31), infini- 
ment voisin de P(xs, Yo; 30), sur Gi, est d'ordre (n +1) par 
rapport à PQ; cette distance étant (n° 344) de l’ordre de la plus 
erande des quantités f(x, Vi, 31), SCT, Vas 31), il faut et il 
suffit que ces deux quantités soient d'ordre ñ +1 par rapport 
à PQ. Or PQ est de l’ordre de t, —t, (n° 349), si l’on admet 
que P est un point simple sur C, : tout revient donc à écrire que 
ft: Va, 1) et (ti, Fa, 31) sont d'ordre (n +1) ent; —%6,: 

Si l’on pose 

Lo Ce), #CE), xCO] = F(E), 
gle(e), C8), LC] = G(6), 


les conditions nécessaires et suffisantes du contact d'ordre 7 
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sont dès lors 
F(t) _ E"(&o) re. + — F2(4%) ==, O, 
G(to) — G'(to) — ee — G2{60) — O, 


soit en tout 2(7 +1) relations; et l’on est conduit encore à une 
Règle analogue aux précédentes. 


301. Si les courbes C et C, sont représentées par 


DE AN A MEN 
|: | 


ARS |: =Z(x), 
on rentrera dans le cas ci-dessus en écrivant 
(Ci) DEEE, HR Car REY AE 
d’où 
F(t)=Y(t)—y(t),,  G(t)=Z(t)—2(6), 
et les conditions du contact d'ordre 7, au point #, y, 3, sont, en 
remplaçant £ par æ, 


(Y(@)=Y (œ) 2 (æ)=2 (x) 
4 lpG)=Y(), 2 (r)=7 (x) 
1 


lé atom ofn ie ere sUsie 075 tint end este.) sels ee fe: s 


(ynæ) = Yr(x), 2t(æ) = Z"(x). 


Elles sont symétriques par rapport aux deux courbes. 
Enfin, si Cet CG, sont données par les équations 


| f(x, Y, 3) =0, NIV 20 2210, 
AVACANATAEENS g1(T, NAN IETE 


les conditions de contact d'ordre ñ, au point x, y, 3, seront 
encore les relations (5), en désignant par 7’, y”, ..., 3!, 3", ..., 
DR ne ZEN lesrdérinéestsuccessives de y ét z,°Yett2 
par rapport à æ, dérivées qui se déduisent sans difficulté des 


équations des deux courbes. 


Corollaire. — Sideux courbes gauches ont, avec une troisième 


courbe, un contact d'ordre » en un point, elles ont entre elles, en 
vertu de (5), un contact du même ordre en ce point. 


352. Contact de deux surfaces. — Soient C la surface 


J(æ, 7,3) 0, 
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et C, la surface 
D'= QUU, 0) OR ATEN : HESAUALIE 


Soient Zo Yo: Zo Les coordonnées de P; x,, y,, z, celles d’un 
point Q, infiniment voisin de P, dans une direction quelconque, 
sur la surface GC, : la distance de Q à C étant de l’ordre de 
f(&is Vas 31), A faut, pour qu'il y ait contact d'ordre x entre 
C et C au point P, que f(æ1, V1, 31) soit d'ordre n +1 par 
rapport à PQ. Or, si w, #4 et w1, #, sont les valeurs des para- 
mètres w, qui correspondent à P et Q sur la surface CG, on a 


PQ = [p(u,01)—®(uo, 0)l+...=[(ui—uo)pr, H(Pi—0o)p,, +... 


d’où l’on tre, pour la valeur principale de PQ, une expression o de 
la forme 


— VMC) +oNQuis do) (vi) PP, 
en posant, pour simplifier, 


9 12 9 RER Eu AU ! ! SANT De. ,.19 19 0) 
M=9 co, Ho NEguo EU de yen P—9 cr ne En 0 


T 0 Lo T9 Vo 


Je dis que si l’on regarde #4 — uw et , — P, comme du premier 
ordre, » est aussi du premier ordre, quelle que soit la valeurréelle 


P1 — Vo . . À 
du rapport ET PE effet, il ne pourrait en êlre autrement que 
Lu 0 


pour les valeurs de ce rapport qui annulent le trinome sous le ra- 
dical, mais il est aisé de voir que ces valeurs sont imaginaires. 
Formons, en effet, la quantité MP —N?; d’après une formule 
classique de Lagrange, on a 


EX. OÙ ! ! sr , 1! 2 ! ! ar ! ! 2 EPA ! 4 2 
MP N?— Duo Vo Ps Vus ) Die Duo Lo RE TRI) un (Ye en + UE 


et le second membre est essentiellement positif, ce qui démontre 
la proposition (t), c’est-à-dire que PQ est toujours du premier 
ordre en Uy— Up, V4 — Vo. 


(1) MP — N°? pourrait toutefois être nul si les trois carrés étaient nuls, c’est- 
à-dire si l’on avait 
! 4 
Pa Ro Lio 
! Ty ! 


; = 
Po Vo Xe 


En ce cas, le point P ne serait pas simple sur la surface C, (n° 341). 
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/ 


Il faut donc finalement exprimer que f(x:, Y1, 31) est d'ordre 
n + 1 par rapport à 4 — Uo, Pi — Po, considérés comme du pre- 
mier ordre. 

Or, si l’on pose 


JleCu, »), Yu, 6), qu, v)] = F(u, »), 


on aura, par la formule de Taylor relative au cas de deux variables 
indépendantes, 


Fra Ja 51) = Fu, vi) = Fu, vo) + (ui — uo) Fr, + (o1— 00) E,,+., 


et les conditions du contact d'ordre n seront dès lors 


— PRE 1 DE n .E 

HU: 6), F,, = 0, Hp 10, nee Fa —0, 
LRQ OR v) æ. n Pa 

D OI io, à ME = 0) 

171 UE n + ) 

F; 0 ….. pr = 0); 


(n+i)(n +02) Re Es 


soit, en tout, 1+2+3+...+(n +1) — 
uons. 


De là cette Règle : 


+” 


Pour exprimer que la surface G: : 
DR QUUL A TE EU), AURA DE 


a, avec la surface C: 
f(æ,7,3)=0, 


un contact d'ordre n au point d'arguments us et vs, on rem- 
place, dans le premier membre de l'équation de GC, x, yet z 
par leurs valeurs œ(u,v), du, vo), y(u,v), relatives à CG, 
et l’on écrit que la fonction de u, + ainsi obtenue s’annule, 
avec toutes ses dérivées partielles jusqu’à l’ordre n inclus, 
LOU U NET 5. 


393. 91 les équations de CG et C, sont données sous la forme 
z—=2z(x,y)etz— Z(x, y), on rentrera dansle cas précédent, en 
posant, pour C, 


(G:) AU) Me, 2 = LUE 


d’où 
F(u,v)=Z{u,v)— z(u, +), 
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et les conditions du contact au point x, y s’écrivent, en rem- 
plaçant u et e paræ et y, 


3(x, y) Sn ZL(x, y) 


Z OZ 3 OZ 

0x 0: DAMNUL 

Ps 0 otad VS ONOEZ, Mz OZ 

0x? 0x? 0 0Y BIT D) dy? op?” 

RE D FAR Us CPE SRE RS LES ARE 

07 OZ On z On Z LES -ARRON LEN 
CETTE Oxn-1ÿy  0æ-10y” Sen dyE Op 


Ces conditions sont symétriques par rapport aux deux surfaces; 
on en déduit que si deux surfaces ont, en un point, un contact 
d'ordre nr avec une troisième, elles ont entre elles un contact 
d'ordre 7 au même point. 

D'après cela, en désignant par p, g, r,s,t les dérivées par- 
telles premières et secondes de z par rapport à + et y, il faut, 
pour le contact du second ordre, que les deux surfaces aient, pour 
un système de valeurs de +, y, mêmes valeurs de 4, p, g,r,5, t, 
et réciproquement. On peut dire aussi qu’en un point commun 
aux deux surfaces, il y aura contact du second ordre si p,gq;,1r,5,t 
sont les mêmes en ce point pour les deux surfaces. Pour le con- 
tact du premier ordre en un point commun, il faut et il sutfit 
que pet g, c'est-à-dire les plans tangents, soient les mêmes. 


394. Corollaire. — Une transformation de contact change 
deux surfaces qui ont entre elles, en un point, un contact 
d'ordre n en deux surfaces qui ont également, entre elles, un 
contact d'ordre n. | 


Cars = A Go EX MM Eontdénxesurace ra, 
formées l’une de l’autre, les coordonnées X, Y, Z du point qu 
répond à un point +, y, z sont fonctions de x, y, z, p,g; et, de 
plus, les dérivées partielles d'ordre quelconque de Z en X et Y 
sont des fonctions de x, y, z et des dérivées partielles de = 
en + et y Jusqu'au même ordre (n° 108). 

Donc, à deux surfaces pour lesquelles, en un point +, y, 3, les 
valeurs des dérivées partielles homologues de 3 sont les mêmes 
jusqu'à l’ordre nr inclus, correspondent deux surfaces pour 
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lesquelles, en un point X, Y, Z, les valeurs des dérivées partielles 
homologues de Z sont également les mêmes jusqu’à l’ordre », ce 
qui établit le Corollaire. 


309. Autre point de vue. — Reprenons les conditions de con- 
tact de la courbe C, : 


et de la surface C : 


Étant posé 


ces conditions sont, en désignant par {, l’argument du point de 


contact, 


UNE QAR ER R See F6 — O. 


Or, la surface C coupe la courbe C, en des points dont les 


arguments 4 vérifient évidemment Péquation 
LIT ADIÈEUS c'est-à-dire HG 0) 


et comme on a 
(rA pa 4 to)? 


SO ot ne 


F(£&)=F(t)+(t— to) Flo) +...+ 


on voit que (£—t)}**! est en facteur dans F(#), c'est-à-dire que 
le point # compte pour ñ +1 dans le nombre des points où la 
courbe est coupée par la surface (n° 341). 

On peut donc dire, sous une autre forme, que si une courbe C, 
et une surface C ont un contact d'ordre 7 en un point, C, etCont, 
en ce point, » + 1 intersections confondues. Mêmes conclusions 
pour le contact de deux courbes planes, ou de deux courbes 
gauches. 


II. — ENVELOPPES DES COURBES PLANES ET DES SURFACES. 


Enveloppe d’une famille de courbes planes. 


9300. Rappelons brièvement les résultats établis dans le Cours 
de Mathématiques spéciales. 
Soit f(x, y, À)= 0 l’équation d'une famille simplement infinie 
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de courbes planes, À désignant un paramètre, variable d’une 
courbe à l’autre. Une de ces courbes, répondant à la valeur c du 
paramètre, f(x, y, C)—0, est coupée par la courbe infiniment 
voisine f(x, y, C+dc)—=o, en des points dont la position limite 
s'obtient comme il suit. Si l’on tient compte de f(x, y, c)—= 0, 
l'équation f(x, y. c + dc)— 0 s'écrit, après division par dc, 


OST, V0) =defa(æ, y; c +0 dc), 


et, à la limite, en faisant dc— 0, on voit que les points considérés 
sont à l’intersection des deux courbes 


(1) f(x, 7,c)=0, Je(tr7,c)= 0. 


Le lieu de ces points, dits points caractéristiques, se nomme 
l'enveloppe des courbes données ; son équation s'obtient en éli- 
minant le paramètre c entre les deux relations (1). On démontre- 
rait aisément, par la méthode qui sera appliquée plus bas, au n° 359, 
que : 


L’enveloppe est tangente à chaque enveloppée aux points 
caractéristiques situés sur celle-ci (1). 


Remarques. — 1° S1 les courbes proposées ont des points 
muluples, la courbe obtenue en éliminant c entre les équations (1) 
comprendra, en dehors de l’enveloppe, le lieu de ces points mul- 
tiples. Car les coordonnées + et y d’un point multiple de la 
courbe f(x, y, c)— 0 sont des fonctions du paramètre c, qui 
vérifient identiquement les relations 
TE of 


PUTMIRC IE 0, Ep 07” 


TS 
D 
DS 2 


et aussi celle que l’on obtient en dérivant la première par rapport 
au paramètre, à savoir 
df de | Of dy | 0 


0x Ôc dy de dd 


(1) On pourrait aussi chercher directement s'il existe une enveloppe, c’est- 
à-dire une courbe à laquelle toutes les courbes données restent tangentes; en 
raisonnant comme on le fera au n° 364, on trouverait encore que l'équation de 
l'enveloppe s'obtient en éliminant c entre f = 0 et f! = 0. 


CHAPITRE I. — THÉORIE DU CONTACT; ENVELOPPES. 361 


équation qui, en tenant compte de (2), se réduit à f}, —0. Ainsi, 
les points multiples des courbes proposées satisfont, comme les 
points caractéristiques, aux relations f— 0, f/— 0, et le lieu de 
ceux-ci comprendra dès lors le lieu de ceux-là. 

2° L’enveloppe des courbes f(x, y, À, )— 0, où À et p sont 
deux paramètres liés par l’équation o(X, 4)— 0, s'obtient par la 
règle précédente. Considérons u comme fonction de À; on devra 
joindre à f(x, y, À, m)=— 0 la relation obtenue en annulant la 
dérivée du premier membre par rapport à À, à savoir 


Of 0 PETREES 
(3) NICE a 


Mais l’équation de liaison, o(X, u)— 0, dérivée par rapport à À, 


donne | 

co na = 
d’où, en éliminant _ éntretto)ret (4); 
(5) DES CRONTEUR 


0À où Ou Où 


On obtiendra donc l’équation de l'enveloppe en éliminant À et ue 
entre les équations f — 0, 9 — o et la relation (5). 


Enveloppe d’une famille de surfaces simplement injinte. 


301. Définitions. — Dans le cas d’une famille de surfaces, deux 
cas sont à distinguer, selon que cette famille est sémplement ou 
doublement infinie, c'est-à-dire selon que son équation générale 
contient un ou deux paramètres variables. Nous traiterons d’abord 
le premier cas. 

Considérons les surfaces représentées par l’équation 


HP, 3; À) — 0, 


où À est un paramètre variable. Une de ces surfaces, répondant à 
la valeur c du paramètre, et que nous appellerons la surface c, 


(1) J(&, Y, 3, C) = 0, 
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coupe la surface infiniment voisine € + dc, 
(2) J'ÜRATS 3, C+ dc) — 0, 


selon une courbe représentée par les deux équations (1) et (2), et 
dont il est aisé de trouver la position limite. En effet, en tenant 
compte de (1) et divisant par de, l'équation (2) s'écrit : 


(3) O= JUL V2, C)+ ; dc fia(æ, y, 3, c + 0 de), 


et, à la limite, pour dc — 0, la courbe considérée a pour équa- 
Lions : 
PACARCEMOENZ 


(4) ; 
ss OCR 


On la nomme caractéristique. Par définition, lPenveloppe des 
surfaces (1), dites enveloppées, est le lieu des caractéristiques (4); 
on obtient donc l'équation de l’enveloppe en éliminant c entre les 
deux équations (4). 


398. La caractéristique qui correspond à l’enveloppée €, et 
qu’on appellera caractéristique c, coupe l’enveloppée infiniment 
voisine (c + dc) en des points donnés par les équations 


JC 90% 000, IACIRAET c)=0, J(æ, 7; 3, C+ de) = 0. 


Or, la dernière équation s’écrit, en tenant compte des deux pre- 
2 


mières, et en divisant par dc, 

roue Î Lo 

NU CAPAET C) + TG Je À, VS SIC MD UC) = 0, 
de sorte que, à la limite, les points considérés sont donnés par les 
trois équations 


(5) f=0, fi=o, fa=o 


Le lieu de ces points, dits points caractéristiques, et dont on 
obtient l’équation en éliminant c entre les trois relations (5), est 
une courbe, évidemment située sur l'enveloppe, et qu’on nomme 
arête de rebroussement de cette enveloppe. 

Il'y a, sur chaque caractéristique c, un certain nombre de points 
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caractéristiques qui sont donnés par les solutions, en æ, y, 3, 
communes aux trois équations (5). 


309. Théorème I. — Chaque enveloppée est tangente à l’en- 
veloppe tout le long de la caractéristique correspondante. 


= 1 , \ ° 

Soit l’enveloppée f(x, y, z, c)—0; prenons un point quel- 

conque P, de coordonnées #4, Yo, 30, sur la caractéristique co 
correspondante; on a 


(6) ACTES ÆZ0; Co 0: DATE eo: Cp) 0: 


Désignons par +,, ÿ1, 3, un point Q de l'enveloppe, voisin de 
Lo Vos 30, et d’ailleurs quelconque; pour établir la proposition, il 
faut, d’après la théorie du contact, montrer que f(æ:, V1, 31, Co) 
est du second ordre par rapport à la distance PQ. 

Or Q, étant sur l'enveloppe, est sur une caractéristique c,, voi- 
sine de la caractéristique €,; en sorte qu’on a 


(7) RAM POLE O0 NT (RP RER OO. 


Alors on peuL écrire 


JT is 213 Co) = J (T1 Vis 6 C1 Co— C1) 
" 
= fi, Pis 215 C1) + (Co C1) ea Pis 315 Ca) 
[ 
tr aie — C1) feat is 315 C1) He. 
et l’on voit ainsi, en tenant compte de (7), que f(æ:, V1, 313 Co) 
est du second ordre en (c,—c,). Tout se réduit alors à établir que 
la distance PQ est du premier ordre au plus en co —c,; or, la 
seconde des relations (3) s'écrit 
0 = fe(Tis Vis 1, C1) 
(Lot LH EREER Soi Ci Co) 
= fe(%o; Fos Sos Co) 
(ri To) ex (Ja Jo)ey + (ais) fes + (ci Co) feat. 


(8) 


PefDréniietenmes ee, Si ca), estinubd'aprés, (0); "1 
résulte alors de cette équation (en excluant le cas particulier où 
La(Los Vo So Co) serait nul, c’est-à-dire où le point P serait sur 
Parète de rebroussement) que æ1 — Zo, Y1— Yo et 5, — 34 ne 
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peuvent être tous trois d'ordre supérieur à c,-— €; (!). Donc la 
distance PQ, qui a pour expression 


PQ = {ri— 20) + (Y1— Yo) + (31 — 20), 


quantité plus grande en valeur absolue que æ,—x,, Yi —Yo; 
21 — 0, ne peut être d'ordre supérieur à c, — c; ; PQ est donc du 
premier ordre, au plus, en ©; — C,, ce qui établit le théorème. 


3060. Théorème II. — L’aréête de rebroussement a un con- 
tact du premier ordre avec chaque caractéristique (c) aux 
points caractéristiques silués sur celle-ci; elle a, aux mêmes 
points, un contact du second ordre avec l’enveloppée corres- 
pondante (c). 


Soit €, la valeur du paramètre qui correspond à une enve- 
loppée; désignons par P(x5, Yo, z9)un des points caractéristiques 
situés sur la caractéristique €, : on a 


(9) COR 0 C0) 0) TC 0 203 C0) 00, alto: Zo; Cp) 0: 


De même, si c, est le paramètre d’une enveloppée infiniment 
voisine, la caractéristique €, aura un point caractéristique 
Q(Zi, Yi, 31) infiniment voisin de P, et l’on aura de même 


(10) AA tr TÉDUI— TR Te(Th aie CODE, FLE VE CD 0 


Je dis que l’arête de rebroussement a, au point P, un contact 
du second ordre avec l’enveloppée f(x, y, 3, Co) = 0, et un con- 
tact du premier ordre avec la caractéristique c, : 


AC Ÿr 2; Co) = fi(æ, Jr Z%; CO 10: 


il suffit, pour cela, d’après la théorie du contact, d'établir que les 
quantités 


AL et) MEL 7 (li, 'iteniet) 


(1) Car si ti —x,, Yi —Y,, 3, — 2 étaient d'ordre supérieur à c,— c,, il y au- 
rait dans l'équation (8) un seul terme d’ordre plus petit que tous les autres, à 
savoir (C;— Cy)fes : Ce terme ne pouvant se réduire avec aucun autre, le dernier 
membre de (8) ne pourrait être nul. 
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sont respectivement du troisième et du second ordre par rapport 


à PQ. Orona 
Hama er Go) = T1 1 Ets C1) (Co — Cr) Jo lLis Vis 812 C1) 

xt = (co er fe Pis 813 C1) + & (co— ei fes }+.…, 
TETE Co) Je (di, Mis 51; C1) + (Co— C1) Jes( T1, V1 Zi) C1) 


I 
ee 5 Cco— 1) fais Ji 81, Cr) .) 


et l’on voit ainsi, en tenant compte de (10), que f(x, V1, 31, Co) 
et f.(x Z1, C) sont respectivement du troisième et du second 
e( Lis Vis 315 Co Î 
ordre en Cp — Ci. 
Tout se réduit dès lors à établir que PO est au plus d'ordre un 
| P 
par rapport à Co— Ci. Or la troisième des relations (10) donne 


0 = féi(Tis is Zn a)= fa(To+ 71%, s+ 3 COR Che) 
= Je Lo; Jos 20, Co) + (T1 — Lo) foie + (Yi —Jo) feiy 
(31 — 30) fers + (Ci — Co) fes +...) 


le premier terme, fa(Zo; Yo Zo Co), est nul d’après (9); on en 
conclut, comme au numéro précédent, et en supposant 


(Los Jos 30, Co)Z 0, 

c’est-à-dire en excluant certains points particuliers de l’arête de 
rebroussement, QUE Li — Lo; Vi — Vos F1 — 30 ne peuvent être à la 
fois d'ordre supérieur à c$—c;. Par suite, PQ est au plus du 
premier ordre en Cÿ — €, ce qui établit le théorème. 


361. Surfaces développables. — Une surface développable est, 
par définition, l'enveloppe d’un plan mobile dont l’équation con- 
tient un paramètre. Les caractéristiques, intersections d’un plan 
et du plan infiniment voisin de la famille, sont des droites. Sur 
chaque caractéristique, il n’y a qu’un point caractéristique, puisque 
les trois équations (5) représentent trois plans, ui n’ont qu’un 
point commun. D'après le théorème IT, chaque droite caracté- 
ristique touche en un point une courbe gauche, l’aréte de re- 
broussement de la développable. On peut donc dire qu’une surface 
développable est le lieu des tangentes d’une courbe gauche. 
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Les théorèmes I et IT montrent, en outre, que chaque plan de 
la famille touche la surface développable tout le long d’une droite 
(caractéristique), et qu'il a un contact du second ordre avec l’arête 
de rebroussement, au point où celle-ci est touchée par la caracté- 
ristique correspondante. 

Pour les cônes, l’arête de rebroussement se réduit à un point, le 


sommet. 


Remarque. — La polaire réciproque d’une surface dévelop- 
pable, c’est-à-dire de l'enveloppe de plans en nombre simplement 
infini, est le lieu des pôles de ces plans, c’est-à-dire une courbe. 
Réciproquement, la polaire réciproque d’une courbe quelconque 
est l'enveloppe des plans polaires de la courbe, c’est-à-dire une 
développable. 

Cela posé, nous avons établi que les caractéristiques d’une déve- 
loppable quelconque, A, sontles tangentes d’une courbe gauche, C: 
transformons ce résultat par polaires réciproques. À la dévelop- 
pable A correspond une courbe, y; aux caractéristiques de A, inter- 
sections de deux plans tangents à À et infiniment voisins, répondent 
des droites joignant deux points voisins de y, c’est-à-dire les-tan- 
gentes de y. De même, aux langentes de la courbe C répondent les 
caractéristiques d’une développable, Ô. Le théorème envisagé, à 
savoir que les caractéristiques d’une développable quelconque A 
sont les tangentes d’une courbe C, se transforme donc en celui-e1 : 
Les tangentes d’une courbe gauche quelconque, y, sont les carac- 
téristiques d’une développable, à ; ainsi : 


Toute développable est le lieu des tangentes d’une courbe 
gauche; inversement, les tangentes de toute courbe gauche 
engendrent une développable. 


On reviendra sur ce théorème, au point de vue analytique, 
AUTO 


362. Surfaces enveloppes de sphères. — Dans une famille sim- 
plement infinie de sphères, les Caractéristiques, intersections de 
deux sphères infiniment voisines, sont des cercles; donc chaque 
sphère touche l'enveloppe suivant un cercle qui est la caractéris- 
uque correspondante. Sur chaque cercle caractéristique il y a 
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deux points caractéristiques, puisque les trois sphères (5) ont deux 
points communs à distance finie. Par suite, chaque cercle caracté- 
ristique touche en deux points une courbe fixe (arête de rebrousse- 
ment), et la sphère enveloppée correspondante a un contact du 

second ordre avec cette courbe aux deux mêmes points. | 


Enveloppe d’une famille de surfaces doublement infinie. 


363. Soient maintenant les surfaces, en nombre doublement 
infini, représentées par l'équation 


(T1) TACABANT À, pm) = 0, 


où À el 1 sont deux paramètres. Une de ces surfaces (à, u) coupe 
une surface infiniment voisine (A+ dÀ, 1 - du) le long de la 
courbe représentée par les équations 


1.04; dE 3, À, LU) — O, Ta V, Z. À —- d», US ms dy) 10: 


La seconde s'écrit, en tenant compte de la première, et en appli- 
quant une formule du n° 33, 


d) f(x, y; 3,1 +0 dh, u + du) + du fu(x, Pro 0'du)=#os 


et, à la limite, on voit que les deux surfaces considérées passent, 
quel que soit le rapport de dX\ à du, par les points déterminés 
par les trois équations 


(12) F2, 7,3, kb) =0, Au (e, FR 0, MÉTRO 


En d’autres termes, une des surfaces (11) et toutes les surfaces 
infiniment voisines de la famille passent par les points (12); le 
lieu de ces points, dits points caractéristiques, se nomme l’enve- 
loppe des surfaces de la famille : ce lieu est une surface dont 
équation s'obtient en éliminant À et 1 entre les trois équa- 
tions (12). 


Tuéorème. — Chaque enveloppée touche l’enveloppe aux 
points caractéristiques correspondants. 


On le démontrerait par une méthode semblable à celle du n° 359. 
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Exemple. — Une surface est l'enveloppe de ses plans tan- 
gents qui sont en nombre doublement infini, lorsque la surface 
n’est pas développable. 

Les points caractéristiques, au nombre de un par plan, sont les 
points de contact des plans tangents. 


III. — ENVELOPPES DE COURBES DANS L'ESPACE; CONGRUENCES. 


364. Famille simplement infinie. — Soient les courbes gauches 
(1) (TEA EE 0, GT; 3, 2) 0: 


dont les équations dépendent d’un paramètre «. Elles engendrent 
une surface, dont on obtient l’équation par l’élimination du para- 
mètre, mais en général elles n’admettent pas d’enveloppe propre- 
ment dite, c’est-à-dire qu’il n’existe pas de courbe fixe à laquelle 
toutes les courbes de la famille soient tangentes. 

Supposons, en effet, qu’une pareille courbe existe, et soient 
x, Y, 3 les coordonnées du point où elle touche la courbe (1) 
de paramètre à : ces coordonnées sont des fonctions de «, que nous 
désignerons par æ(x), y(x), z(a), et la courbe cherchée sera 
représentée paramétriquement par æ—=æx(a), y—y(x), 3 —3(x). 
En écrivant que le point de contact considéré est sur la courbe «, 
nous obtenons d’abord les deux équations 


(2) flz(a), y(a),s(a),al=0,  p[æ(a) .…., a]=o. 


Exprimons maintenant que les tangentes en ce point à la courbe 
fixe et à la courbe zx ont même direction : les paramètres directeurs 


élant pour la première tangente (n° 340) 


æ(a), y'a), za), 


e 


et pour la seconde, qui est l'intersection des plans tangents aux 
deux surfaces (1), 


Fr P2—- So JaPe fr ba Jay — fx 
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les conditions de parallélisme s’écrivent 


7 ER ER EE PT LR LS 
DA ! z! 


x Y'a x 


en supposant, dans les numérateurs, x, y et 3 remplacés par 
æ(a), y(x), z(4). On a ainsi, pour déterminer les #rots fonctions 
inconnues æ, y, 3 du paramètre 4, les quatre relations (2)et(3), 
ce qui montre, & priori, que le problème ne doit pas avoir de 
solution, 

On peut remplacer le système (2), (3) par un système plus 
simple, ne contenant plus les dérivées des fonctions inconnues. 
Car, en dérivant par rapport à la variable indépendante, «, les 
relations (2), on trouve 


C4) fat + fiat fiat fa 0, Prtat... += 0, 


el, si l’on utilise les valeurs proportionnelles de +4, y4, 2, fournies 


par (3),1lreste 
(5) Ta 0 us 0: 


. équations qui peuvent remplacer les équations (3): car (2)et(3) 
entraînent (2) et (5), comme on vient de le voir; inversement, 
(2) et (5) entraînent (3), puisque (2) entraîne (4), qui, si l’on 
ent compte de (5), donne évidemment (3). | 

En d’autres termes, il reste, pour déterminer les {rois fonctions 
inconnues æ(a), y(4), z(«), les quatre relations 


(6) (ft, Y:3,a)=0, p(%, 7,3; 4)= 0, 


! 1e: be 
JE Pre, 0: 


L’élimination de æ(«), y(x), (4) donne une équation F(4)= 0, 
qui doit être vérifiée identiquement pour que l’enveloppe existe. 
Dans ce cas, les équations (6) se réduisent à trois et donnent 
æ(x),:y(x), z(«), c’est-à-dire les coordonnées paramétriques d’un 
point de l’enveloppe; au contraire, si F(x) n’est pas identiquement 
nul, il n’y a pas d’enveloppe. 


365. Remarque. — Considérons la courbe à + da, d'équations 


Î(æ, 7,3, a+ da)= 0, o(T, Y,3, a+ da)= 0, 
H° 24 
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et développons f et », en nous bornant aux termes en da : 


F + fa da = 0, pv, da = 0. 


Pour que cette courbe rencontre en un point la courbe «, d’équa- 
tions f — 0,% — 0, il faut que les quatre équations 


(7) =; QI Je 0, Daert0, 


soient compatibles, quel que soit «, en +, y, 3. Or ce sont préci- 
sément les équations (6). Par suite, la condition F(x)— 0, qu'on 
obtient en éliminant +, y et z, exprime aussi qu’une courbe quel- 
conque de la famille rencontre en un point la courbe infiniment 
voisine, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur à da. 
Le lieu du point de rencontre est l’enveloppe trouvée plus haut, 
puisque les équations (5), qui définissent ce point, sont les mêmes 


que (6). 


366. Application. — Soient les droites 


(8) T—= A+ p, Yÿ=bz+g, 


où à, b, p, q désignent des fonctions données d’un paramètre a. 
Les équations f,= 0, #,— 0, sont ici 


RE A 


9 — (@ PRES + — O 
da da da da x 


(9) 
et l’élimination de +, y, z entre (8) et (9) donne de suite la con- 
dition d'existence d’une courbe enveloppe, c’est-à-dire d’une 
courbe à laquelle les droites (8) sont tangentes : 


da dg db dp 
te da da da da 


Sous une autre forme, si l’on se reporte aux propriétés des sur- 
faces développables (n° 361), on peut dire que la relation (10) 
exprime que la surface réglée engendrée par les droites (8) est 


une développable. 


Exemple. — Pour les droites 


(11) æ—=—z23sinx+ cosa + «sin, J = 3C0Sa + Sina — a COS, 
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la condition précédente s'écrit 
— COSA(COSYX — COS + a SiIn&)+ sSinx(— sinx + Sing + X COSA) = 0; 


elle est identiquement satisfaite. L’enveloppe existe donc; elle est 
définie paramétriquement par les équations (11) auxquelles on 
ajoute f,— 0, c'est-à-dire 


— 64 COSL EL COSA =: O0: 
On trouve ainsi 


Z = 4, TiICOS TL, Si o, 


our les équations paramétriques de l’enveloppe. 
p | qua p L de l’ lop] 


307. Famille doublement infinie; congruences. — Les courbes 
@r) DAS RE ROM ENT DÉLY, 2,4, 0)=0, 


dont les équations renferment deux paramètres à et $, forment ce 
que l’on nomme une congruence de courbes. 

Je dis qu’elles sont toutes tangentes à une même surface. Soient 
en effet æ(a, 6), y (x, 8), z(«, 6) les coordonnées inconnues d’un 
point de contact de la courbe (x, $) avec une surface fixe : celle-ci 
aura dès lors pour équations paramétriques 


62) Ci = 1420), Vi y (ax, 08 RE VAT AA 
Le point æ(a,Ë), ... étant sur la courbe (4, 5), on a d’abord 
(3) FARINE ATEN EAN OP TENTE 


Il faut maintenant exprimer qu’en ce point la tangente à la 
courbe (x, B) est tangente à la surface (2) au mème point. 


Or, pour la tangente à la courbe (2, f) au point considéré, 
x, y, 3, les paramètres directeurs dx, dy, dz (n° 340) sont donnés 
proportionnellement par les relations 


(4) dx fx+ dy f,+ dzf:=0, dx ?,+ dy ®,+ d39,= 0. 


D'un autre côté, pour une tangente quelconque à la surface (2), 
au point d'arguments &, $, les paramètres directeurs sont propor- 
tionnels (n° 340) aux quantités suivantes, le rapport dB : da étant 
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arbitraire : 
! U \d 
z,da+æsd$, y,di+ygd8,  z,da+ 28 d8. 
On a donc, en substituant ces valeurs à dx, dy, dz dans (4), 


da( fran fiat fin) + dé(fiah+ fiat fi28)= 0 
da(Dr Lier ee )+ dB(vr T8 + ANNEE 2 2 VER 


et, en éliminant le rapport d£ : da, 


fan fiat fin fade fire fish 


1 ! Æ ! 
Drla tes. PrTp +... 


(5) 


C’est la condition qui exprime le contact de la courbe et de la sur- 
face au point æ(a, f), y (x, 8), z(«, ). D'ailleurs, en dérivant les 
relations (3) par rapport aux variables indépendantes æetf,ona: 


0; 


- 


CU frta + fs Ya tira t fa 0, CE nm 
4 


! ! se ! à ! n 
Jatp+............ + f8 = 0, Parts +... + 98 


(6) 


Il 


O, 
de sorte que la condition (5) peut s’écrire 
G) fase figu= 0. 


Cette équation peut remplacer (5), c’est-à-dire que le système 
formé par (3) et (5) équivaut au système (3) et (7) : en effet, 
(3)et(5) entraînent (5), comme on vient de le voir ; inversement, 
(3) et (5) entraînent (5), puisque (3) entraîne (6), qui, si l’on 
tient compte de (7), donne (5). 

En d’autres termes, le point +, y, 3 où la courbe (x, $) touche 
la surface fixe est donné par les trois relations (3) et (3), à savoir 


(8) f =, POL0: Ja PB —$8 Pa = 0; : 


et l'équation de cette surface, en x, y, 3, s’obtient en éliminant 
entre elles les paramètres « et f. 


368. Points et plans focaux. — En général, chaque courbe de 
la congruence touche en plusieurs points la surface fixe, car les 
équations (8), résolues par rapport à +, y, z, donnent d’ordinaire 
plus d’un système de solutions. 
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Si, par exemple, les courbes sont les droites 
(9) T=az+p, y=bz+g, 


où «a, b, p, q sont des fonctions données de « et B, l'équation 
! ! ! lié 27, Ls 
Ta PB — 8 La = 0 S écrit 


co (RDC -CR RCE) 


Elle est du second degré en 3, de sorte que chaque droite d’une 
congruence touche généralement en deux points une surface, que 
l’on appelle surface focale. Les deux points de contact de chaque 
droite se nomment les points focaux de la droite; les plans tan- 
gents en ces points à la surface focale sont les deux plans focaux. 
Pour obtenir les points focaux et la surface focale, on résoudra 
l'équation (10) en 3, ce qui donnera une expression de la forme 


, B)+vG(a, B), 
et, en portant cette valeur dans (9), 


T = a(F +yG)+p, 


On a ainsi les coordonnées +, y, 3 des deux points focaux sur la 
droite (x, ), et, par suite, la représentation paramétrique des coor- 
données d’un point de la surface focale. 

Les noms de surface focale et de points focaux s'appliquent 
aussi à la surface que touchent les courbes d’une congruence 
quelconque, et à ses points de contact avec une courbe particulière 
de la congruence. 


309. Remarque. — Considérons, dans la congruence (1), les 
deux courbes (4, f$) et (a+ da, 8 + d$); les équations de la 
seconde s’écrivent, en négligeant les infiniment petits d'ordre 
supérieur au premier, 


F + dufi+ dB fs =0, p+dav,+ dBpg= 0. 


Pour qu’elle rencontré la courbe (x, f), c’est-à-dire la courbe 
f—=0, 9 —0o, il faut que l’on ait, pour un même système de 
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valeurs de x, y, 3, 
ME 0, DD, difa+ dB fs = 0, dug,+ dêgs= 0. 


Ces quatre équations, à trois inconnues x, y, z, n'ont en général 
aucune solution commune, c’est-à-dire qu’une courbe de la con- 
gruence et une courbe infiniment voisine, prise au hasard, ne se 
rencontrent pas. Mais si l’on considère le rapport d$ : d comme 
une quatrième inconnue, les quatre équations (11) auront des 
solutions communes, c’est-à-dire qu'une courbe (4, $) rencontre 
les courbes (4 + du, 8 + df), pour lesquelles d$ : da a certaines 
valeurs, dépendant de x et de $. Les points de rencontre vérifient 
les équations que l’on obtient en éliminant d£ : ds entre les rela- 
ions (11), c’est-à-dire 


EE CT a die 


ce sont donc les points focaux situés sur la courbe (x, $). Ainsi, 
la surface focale peut encore être définie comme le lieu des points 
limites communs à deux courbes infiniment voisines de la con- 
oruence. 

Deux courbes infiniment voisines, (x, $) et (a+ da, 8 + dô), 
ne se coupent généralement qu’en un seul des points focaux : car 
les équations (11) donnent pour les inconnues dB : du, x, y,z un 
certain nombre de systèmes de solutions 


de 
PRÈS TRS ARE 


A ® , d , , 
et, pour deux systèmes différents, les valeurs de _ ne sont géné- 


ralement pas les mêmes : géométriquement, cela signifie qu’à 


d 4 9 A 
une valeur (FE du rapport dÊ : du, c’est-à-dire à une des courbes 
L 


infiniment voisines coupant la courbe (x, $), ne correspond qu’un 
système %;, Vi, Zi, C'est-à-dire un seul point de rencontre. 


Exemple. — Appliquons ces résultats à une congruence de 
droites. Soient À et B les deux points de contact de la droite («, 8) 
avec la surface focale; une droite voisine (4 + da, 8 + df) passe 
par À, aux infiniment petits près du second ordre en da et dB, 
et touche la surface focale en un point B', voisin de B, et évi- 
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demment situé en dehors de la droite AB. Le plan des deux droites, 
c’est-à-dire le plan des trois points B, A, B', contient, à la limite, 
deux tangentes distinctes, BA et BB/, de la surface focale au 
point B; c’est donc, à la limite, le plan tangent à cette surface 
en B, c’est-à-dire le plan focal en B. On voit ainsi que les deux 
plans focaux relatifs à la droite AB sont les plans qui passent par 
cette droite et par chacune des deux droites voisines de la con- 
gruence s'appuyant sur la première : on observera que le plan 
focal en un des points À et B est celui qui contient la droite voi- 


sine passant par l’autre. 


910. Congruences de normales. — Les normales à une sur- 
face S forment une congruence, car l’équation de l’une d’elles 
dépend des deux paramètres qui déterminent, sur $, la position 
de son pied. Elles touchent donc, chacune en deux points, une 
même surface, qu’on appelle, par analogie, la développée de la 
surface S. 

Réciproquement, une congruence quelconque de droites n’est 
pas une congruence de normales, c’est-à-dire qu'il n'existe pas de 
surface normale à toutes ces droites. 

Considérons, en effet, les droites 


(12) T=aA3+p. y =bz3+g, 


où a, b, p, qg sont des fonctions de deux paramètres « et f. 


S'il existe une surface S à laquelle elles sont normales, soient 
æ(a, B), y(x, 8), z(a, 6) les coordonnées du point d'incidence 


de la droite (x, 6); on a d’abord 

(13) œ(a, B)=az(a,$)-p,  y(aB)=bz(a; $)+ a, 

et la surface S est représentée paramétriquement par 
m=æ(af), y=y(af),, z=32(2,f). 


Exprimons maintenant qu’au point de S de paramètres &, 6, la 
normale est la droite (x, 8) de la congruence, c’est-à-dire que la 
direction a, b, 1 est normale à tout déplacement dx, dy, ds sur 
la surface à partir du point &, 8 (n° 340). Comme on a 


! 
dx = 2, da + 3 df, AU 
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la relation de perpendicularité est 
a(æ,, da + 8 d)+b(y4 da + y dB)+z, da + zg di="0 


et cela quel que soit da: dé. Donc les conditions cherchées d’or- 
thogonalité sont 


(14) AT bYat = 0  Ats+bys+z8=0, 


et l’on a, pour déterminer les érots fonctions inconnues x, y, z, 
les quatre relations (13) et (14). Il est aisé de trouver la condi- 
tion exprimant que celles-ci sont compatibles, car, en dérivant 
les équations (13) par rapport à & et $, on obtient 


. ! 0 ' V PEe 
Ty —= az, + dyZ mur PT Va =: 


ge) 


] 


4 ! ! ! 
F6 FEAR SC EURE; ÿs ei 
d’où, en portant ces valeurs des x’, y’ dans (14), pour les éliminer, 
3,(22+ b2+1)+ s(aa, + bb,)\+ap,+6g,=0; 


zg(a?+ b?+1)+ 3(aag+ bbg)+ ap + bgg=0, 


ce qu'on peut écrire 


| : (sya?+b2+1)- PÉRTÉ — 0, 


0% Va?+ b?+: 
(151) ; b 
) apg + 0gq 
Er Va?+- b?+1 78 AE 
Op Var+ bi 


On a ainsi deux équations, donnant les dérivées partielles, par 


rapport à «& et à $, de la fonction 3V a? + b?+ 1; pour qu’elles 

soient compauübles, il faut et il suffit (n° 327) que les deux valeurs 
0? ÉCPRSENTRE 3 0 . . . 

de a (Va? + b? + 1) qu’on déduit de ces relations soient 


égales. Donc 


: Ô aps +0g% 0 apB+ bqg 
P \ya?+b?+i 4 \Wa?+bi+r 


C’est la condition à laquelle doivent satisfaire les fonctions 


données, a, b, p, q, de «, B, pour que la congruence (12) soit une 
congruence de normales. Si elle est vérifiée, les équations (15) 


fournissent les deux dérivées partielles de zÿa?+ b?+ 1, et, par 
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suite, on aura (n° 327) 


(17) —2yar+ b2+r nef App #46 da = f( CRE Re) df, 
Va+b+t Tes Va?+ b2+1 
en supposant « remplacé par &, dans la fonction qui figure sous 
le second signe de quadrature. Cette équation donne la fonction 
3(a, B). Les fonctions æ(x, B) et y7(«, 8) seront ensuite fournies 
par (13), et l’on connaîtra ainsi la représentation paramétrique 
d’une surface S à laquelle les droites (12) sont normales. Cette 
surface dépendra d’un paramètre arbitraire (n° 327, note) intro- 


duit par la formule (19); en faisant varier le paramètre, on obtient 
évidemment une famille de surfaces parallèles. 


Remarque. — Je dis que la condition (16) exprime que les 
deux plans focaux relatifs à une droite quelconque de la con- 
gruence sont rectangulaires. Comme elle est, par sa nature même, 
indépendante du choix des variables indépendantes & et 6, nous 
prendrons pour « et $ les coordonnées du point où une droite 
quelconque de la congruence rencontre le plan des +7; on a alors 


et la condition (16), tous calculs faits, se réduit à 


(18) (1 +68) (+ at)+ ab (TE — TR )= 0. 


0a 
06 06 
Soit alors d la droite (x, Ê) de la congruence : 
T=az+a, y =b3z+$; 
pour que la droite d’ infiniment voisine (a + du, $ + dê): 
æ=(a+da)z+a+da,, y —=(b+db)z +8 + dB, 
rencontre d, il faut et il suffit que l’on ait 


da d8 — db da = 0, 
c’est-à-dire 
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ou, en posant dé: du — m, 


ae m (5 x Le 
(9) Fe le 


Un plan focal relatif à la droite d passe par d et par la 
droite d' (n° 369); c’est donc le plan mené par d et par le point 
æ—=a+ da, y = $ + df, 3 —0o, trace de d’sur le plan des xy; 
il a dès lors pour équation 


di(x—az—u)—da(y—bz—8)—0, 
et, puisque dB : du = m, il est parallèle au plan 
mz— y +(b —am)z = 0. 
En remplaçant m dans cette équation par chacune des deux 
racines M, et m, de l’équation (19), on obtient (en direction) les 


deux plans focaux relatifs à d; pour qu’ils soient rectangulaires, 
il faut et 1l suffit que l’on ait 


MiM+i+(b — am;)(b — am2)= 0. 


Or en substituant, dans cette relation, à la somme m, + ma: et 
au produit m, m2, leurs valeurs fournies par l’équation en m (19), 
on retombe sur la condition (18), ce qui établit la proposition. 
Donc : 


Pour qu’une congruence de droites soit une congruence de 
normales, il faut et il sufjit que les deux plans focaux relatifs 
à chaque droite sotent rectangulaires. 
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CHAPITRE I. 


COURBES PLANES. 


311. Osculation. — Soit un système de courbes planes dont 
l'équation contient n2 +71 paramètres; on dira qu'une de ces 
courbes est osculatrice en un point donné P à une courbe 
plane C,, si elle a, en ce point, avec C,, un contact de l’ordre 
le plus élevé possible. Les conditions du contact d’ordre X en un 
point donné étant au nombre de Æ + 1 (n° 346), on voit que la 
courbe osculatrice considérée aura en général, avec C,, un contact 
d'ordre n. 

On peut dire aussi (n° 355) que la courbe osculatrice a, avec C4, 
ñn + 1 points d’intersection confondus en P. 

Par exemple, la droite osculatrice en un point (n — 1) est la 
tangente; de même, puisqu’un cercle dépend de trois paramètres, 
il y a, en chaque point P d’une courbe, un cercle, dit osculateur, 
ayant avec la courbe un contact du second ordre en P, c’est- 
à-dire trois points d’intersection confondus en P; il y à une 
conique, dite osculatrice, ayant un contact du quatrième ordre, 
c’est-à-dire cinq points d’intersection confondus, etc. 


312. Tangente. — Soit C, la courbe définie par 
(1) D=R(t), UY— YU), 


la droite 
aX ONE CC = 0 


aura un contact du premier ordre avec C,, au point d’argument #, 


si l’on a (n° 346), 


FD by (lt) c—=0, 
F'(t)=ax(t)+—by'(t) Nr 


équations d’où l’on déduit les valeurs proportionnelles de &, b, c. 
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L’équation de la tangente est ainsi : 


> QT te X—x Y—7 o 
Où= T chi ] — T +. 2 
AU RE PS Da SAME 0 


c’est-à-dire 


comme on le savait a priort, car - — 7 (voir aussi le n° 340). 


313. Cercle osculateur. — Le cercle 
COMMON SENS VON URRSRE À 


aura un contact du secand ordre avec la courbe (1), au point 
æ(t), y(t), d’argument é, si l’on a 


G) F(t)={r(#)—aj+[y(G)—pl—R 0, 
(20  F()=(x—a)z +(y—8)y 10; 
(4) 2 F'(E)=(x—a)a" + (y —8)y"+x2+ y2= 0. 


Ces trois équations donnent le centre «, 8 et le rayon R du 
cercle osculateur. Les deux dernières font connaître æ — «a 
et y — 6; d’où 


(5) X = X — 


l(g'2+ y'2 l(æ 2 y'2 
AC ARR es ne ce J 2 


La première donne ensuite R?, en tenant compte des valeurs 
précédentes de æ — à et y — 6: 


à 
x'?+ 12\3 : (x'2+ 12,2 
( A ) d’où ce R == ns . 


6 R? = 
( )) A (x y" — y'a")?? LAS a 


Si la courbe est donnée sous la forme y = f(x), on posera 
TEL PRE TI d’où EN À C0: 


quant à y’ et y”, ce seront les dérivées de y par rapport à x, 
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déduites de l'équation de la courbe donnée. On a alors 


2 
1 y? 
RU JA US 


) LA 


ue 


SJ 


ce qui est bien l’expression du rayon du cercle osculateur obtenue 
d'une manière différente aux n°° 61 et 79. 

Le contact du cercle osculateur et de la courbe étant d’ordre 
pair, le cercle traverse la courbe au point de contact (n° 347). 


314. Développée. — La développée est le lieu des centres des 
cercles osculateurs aux divers points d’une courbe; son équa- 
on (relation entre 4 et $) s'obtient en éliminant # entre les 
deux équations (5), ou, ce qui revient au même, entre les équa- 
tions (3) et (4). 

Or, l'équation (3), si l’on y regarde « et $ comme les coordon- 
nées courantes, 


(3) (td a)r +(y—$)y—0 


est celle de la normale à la courbe proposée au point x(t), y(#); 
le premier membre de l'équation (4) est la dérivée, par rapport 
au paramètre {, du premier membre de (3); donc, en éliminant 
entre ces deux équations, on obtient l'enveloppe des normales à 
la proposée. Ainsi, comme on l’a déjà vu géométriquement (n° 61 ): 


Le lieu des centres des cercles osculateurs coïncide avec 
l'enveloppe des normales. 


315. Courbure. — Elle a été définie au n° 58, et l’on a 
vu (n% 61 et 79) qu’elle était l’inverse du rayon du cercle oscula- 
teur; on a donc 

e S D'yle ÿ'æ" 


3 
(x? + J"?)° 


Les points pour lesquels xz/7”— y'x" est nul sont dits d’in- 
flexion; le rayon du cercle osculateur y est infini, c’est-à-dire 
que ce cercle se réduit à la tangente, qui a dès lors trois points 
d’intersection confondus avec la courbe et traverse celle-ci au 
point de contact. 
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376. Rayon de courbure en coordonnées polaires. — On a 
trouvé au n° 62, pour le rayon de courbure de la courbe p — p(w), 


3 
Re 2 CP pur 2) 
p+2p2— pp 
377. Équation intrinsèque. — On peut définir une courbe plane 


par une relation 


k= f(s) 


entre la courbure Æ en un point P et l'arc s, compté à partir d’un 
point fixe jusqu'en P : ces deux quantités dépendant d’une même 
variable £ sont, en effet, foncuons l’une de l’autre. 

Ce mode de définition n’introduit aucun élément étranger à la 
courbe, comme le sont les axes de coordonnées; deux courbes 
égales, mais différemment placées, ont la même équation, dite 
équation intrinsèque. 

Voici comment on peut trouver l’équation cartésienne d’une 
courbe définie par son équation intrinsèque, 


Fe SD 


Soit 0 l'angle de la tangente en P avec Ox; on a par défini- 
ion (n° 58) 


d8 
k= 2e 
d’où 
GENRES Nr CE 
et 


FE = f fs) ds, 


0, étant la constante d’intégration; résolvant cette équation par 
rapport à s, on en tirera 


| d 
(8) = OA T = F'(B—06). 


On a d’ailleurs, sur la courbe (n° 56), 


dx = ds cos, 


“a PAT nE, 
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et, par suite, d’après (8), 
dx = F'(6 — 6,) cos dû, 
dy = F'(6 — 0,) sin0 dB, 
d’où 


T — = f F(0-—0) cost 40, 
7=n= | F'(0 — 05} sin0 6, 


Zo et Yo étant des constantes arbitraires. 

Les coordonnées x et y sont ainsi exprimées en fonction d’un 
paramètre Ü, ce qui résout le problème. 

On voit qu'il y a une triple infinité de courbes répondant à la 
question, puisqu'il y a, dans les expressions de x et y, trois para- 
mètres arbitraires, 04, æ et y, : toutes ces courbes sont identiques 
entre elles, c’est-à-dire ne sont que des positions d’une même 
courbe qu'on déplacerait dans le plan d’une manière quelconque. 


En effet, faisons, sous les signes fl: le changement de variable 


60 — 0 — £, 
Où à 


&— a+ f F(#)c0s(b + +) dt 

= Lo + cos0, [ F'(#)c088 dt — sin, [ F'(e)sine de, 
= y0+ | F0 sin(0o—+ é) dé 

= Yo + sine f F'(0) cost dt + cost f F'(2)sine de, 


formules de la même forme que celles de la transformation des 
coordonnées en axes rectangulaires, et qui montrent que la 
courbe considérée n’est autre que la courbe 


æ= [ F(0 cost dt, 
fie) sin é dt, 


qu'on fait tourner de l’angle 8, autour de l’origine, et qu’on 
transporte ensuite parallèlement à elle-même, de x, dans le sens 
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de O x, et de y, dans le sens de O y. D’après cela, on pourra se 
dispenser, dans les calculs, d'introduire les constantes d’intégra- 
ton PA Zo el Jo: 


3785. Exemple. — Courbe dont la courbure est constante. 
On a 
k = 2 —= 
ds a 
d’où 
USE, 


ce qui donne immédiatement, d’après (9), 
dx = a cos0 dB, dy = asin0 d8. 
Par suite, 


&— f a costan — a sin 0, 
y = fa sin0 40 =— a cost. 


La courbe cherchée a donc pour équation cartésienne 
+ y? —=\'a?. 


C’est un cercle de rayon a. Le cercle est donc la seule courbe 
plane de courbure constante. 
Applications. 
319. Rappelons les formules (5) et (6) : 


» 
RAD DURE 


LD x! F'— Y' x" 
l 19 
LÉ 
DORE A 
En A 
EE Er A PTE RP EX 
| '— y'a 
380. Parabole. 
22 DT: 


Prenons y pour variable indépendante : 


Ve te EE ER NP aL 
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On aura 


ft mea nr PE ut 
P P 


et il viendra, pour les éléments du cercle osculateur, 


à 
RAILS 


P° 
2 2 He 9 72 
CRT er NT | LA "EEE 
2p p Laÿr 
ME EE DENTS » 
FU 77 LEE FE 


La développée s'obtient en éliminant y entre les deux dernières 
équations : 


27 
(CNE Ses 


381. Ellipse. — L’'ellipse étant définie paramétriquement par 


LACOSTE, 


V=tb Sin, 
On à 
æ'=— asiné, x" = — a Cost, de. 
Fe CRETE J'—y'x = ab, 
LA BICOS CRETE sin é, 
d’où 


3 
ne (a?sin?t + b?cos?t )? 
ul ab 


1 est la normale limitée à son pie une part, et à Ox 
DTRINRES EE le limit pied, d’ Lt LRU) 
d’autre part, on voit aisément que 


3 
FN, 


(a) 


Pour le centre de courbure, on a 


a?sin?2t + b?2cos?t c? 
a = Q Cost — D COS — — cost, 
ab a 
; . _a?sin2t + b? cos?t ce? . 
8 = 6 Siné — à sin Ë ———— —— — sin é, 
ab b 
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d’où l'équation de la développée : 


382. Cycloïde. — Les relations paramétriques de défini- 
tion (n° 288) 


æ—=a(t—sint), 


y = a(r=tcost) 
donnent, par un calcul facile, 
: + SE 
RE 2V2a(i— cost)? — 4 a sin -: 
2 
Le rayon de courbure en P est donc égal à 2 MP ( {g.74etot); 


on vérifie d’ailleurs aisément que la normale en P à la cycloïde 


Fig. gr. 


M 


passe par M, c’est-à-dire est la droite PM; le centre de courbure 


est donc le symétrique de P par rapport au point M. 
On trouve, pour le centre de courbure, 


=, Sa(tÆsint), 


B—— a(1 — cost). 


M 
\ 


\ 

A; 
27 [e) Se k 
s 


Si l’on pose { — u + 7, on peut écrire 
a—ar—=a4a(u—sinu), 


B+92oa—a(i—cosu), 


c'est-à-dire que le lieu de &, $ n’est autre chose que la cycloïde 
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387 
primitive, déplacée de ax dans le sens de Ox, et de — 24 dans 


le sens de O y ( Jig. 92). 


Les formules ci-dessus donnent aussi 


PE AE Me NIUE 


B+y=o, 


c'est-à-dire que le milieu du segment PQ, Q étant le centre de 


courbure (x, B), est le point (at, o), c’est-à-dire le point M, 
comme on l’a déjà observé. 
383. Spirale logarithmique. — C’est, en coordonnées polaires, 
la courbe 
p — aqaemnvw, 


Le rayon de courbure au point d'angle polaire w est (n° 376) 


3. 
TEL (1+ m?)? 


= : = ay: mienrw, 
I 2n?— 1m? 


Si l’on pose m—tangs, à est l’angle (constant) que fait le 


Fig. 95. 


Z 


rayon vecteur OM ( fig. 93) avec la normale en M, car 


tang a —= P 


on a donc R — 


, et le centre de courbure N est à la rencontre 


de la normale MN et de la perpendiculaire élevée en O sur le 
rayon vecteur OM. 


Le lieu de N, ou la développée, s'obtient aisément. Soient 
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o, et w, les coordonnées polaires de Ni on a 


Wi—= D + —) 


Via 


ÊTES ON = OM tango =/naenn 


La développée est donc 


mu 7) 
P1 = nae ha 


? 


c'est une spirale logarithmique égale à la proposée. 
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CHAPITRE TT. 


COURBES GAUCHES. 


384. Osculation. — Une surface, appartenant à une famille 
dont l’équation contient n7 +1 paramètres, pourra avoir en un 
point donné, avec une courbe gauche, un contact d’ordre n, 
puisque les conditions du contact d'ordre X, entre une courbe et 
une surface, sont au nombre de 4 +1 (n° 349). Elle sera dite 
osculatrice à la courbe au point considéré. 

De même, si une courbe gauche appartient à une famille 
dépendant de 2(7 + 1) paramètres, elle pourra avoir, en un point 
donné, avec une courbe gauche donnée, un contact d'ordre n, 
puisque (n° 350) les conditions du contact d’ordre X entre deux 
courbes gauches sont au nombre de 2(4 +1). On dira encore, 
en ce cas, qu'il y a osculation au point considéré. 

Par exemple, un plan, dépendant de trois paramètres, pourra 
avoir, en un point donné, avec une courbe gauche, un contact du 
second ordre : ce sera le plan osculateur. Un cercle, dépendant 
de six paramètres, pourra aussi avoir, en un point donné, un 
contact du second ordre, et ce sera le cercle osculateur. 


389. Tangente. — C’est la droite osculatrice en un point. 


Considérons la courbe 
(1) T=Tv(t), y = y), 3 = 2(t); 


la droite 
X=al+ p, Y=bL+3g 


aura avec elle, au point #, un contact du premier ordre, si l’on 
a (n° 30) 
C(t}= az (0), CN AIO A CENEENT 


4 


Te dei V OT, 


d'où l’on tire les valeurs de &, b, p, g. La droite est alors 


! 4 

z z 
X—=—Z+x— -,3, M 

g 3 


I 
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ce qui s'écrit 
X— x on D ot: 


0 si ! 


TL 4 Z 


386. Plan osculateur. — Le plan 
AX +R Ye CZAD=E 10 


aura, au point {, un contact du second ordre avec la courbe (1), 
si l’on a (n° 349) | 


(2) Ax(t)+By(t)+Gz(t) + D =o, 
fs} Az +By" +Cz 10: 
(4) A se B y” ae (C3 = 0, 


On a donc, pour l’équation du plan osculateur, en tirant D 
de(2n; 
A(X—x)+B(Y—y)+C(Z—2)=o, 


A, B, C étant déterminés proportionnellement par (3) et (4): 
dans tout ce qui suit, nous poserons 


F nr AR a 12 RES Tr nor 
(59 A=Yz3—27Y, Ps rer, GC TE PTE 


On peut écrire aussi l'équation du plan osculateur sous la 
forme 
RU V7 EE 
(6) æ Y 3 10. 


Les équations de la tangente et celle du plan osculateur restent 
les mêmes, quels que soient les ang'es des axes de coordonnées. 


Remarques. — Le plan osculateur en M est (n° 309) la limite 
du plan mené par M et par deux points quelconques, M’, M”, 
infiniment voisins de M sur la courbe. On peut dire aussi que 
c'est la limite du plan mené par la tangente en M et par un point 
de la courbe, infiniment voisin de M. 

La tangente en M et la tangente en M'se rencontrent, aux infini- 
ment petits près du second ordre par rapport à MM’, en un 
point (n° 365) qui a pour limite le point M. 


387. Enveloppe des plans osculateurs. — Les plans osculateurs 
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aux divers points d’une courbe gauche dépendent d’un para- 
mètre t; leur enveloppe est donc une surface développable A. 

Je dis que les caractéristiques de À sont les tangentes de la 
courbe gauche proposée et que l’arête de rebroussement de A est 
cette courbe elle-même : il suffit d'établir la seconde partie, car 
on sait que les caractéristiques sont des droites, tangentes à l’arête 
de rebroussement (n° 361). 

Le plan osculateur étant 


(7) ft) =A(X=2) BY y)+ G(Z—5)= 0, 


l’arête de rebroussement s’obtient (n° 358) en éliminant £ entre 


celte équation et les équations f, — 0, f,; — 0. Or 
RON CL) RCE ESRI ONE SE C(Zez TS 
car Ax'+ By'+ Cz'est nul d’après (3); 
(9) J'(t)= AUX —x)+B'(Y— y)+C'(Z—3)=0, 
car ÀA’x'+B'y + C'z3'— 0 : en effet, de l'identité (3), 
Ax'+By'+Cz'= 0, 

on déduit, en dérivant, 

(Az'+By"+ Cz')+ (A'z' + B'y'+ C'a)—0, 


et, la première parenthèse étant nulle d’après (4), la seconde l’est 
aussi. 

Alors les trois équations (5), (8), (9). qui définissent un 
point X, Ÿ, Z de l’arête, en fonction du paramètre £, sont 
linéaires et homogènes en X — x, Y — y, Z — 3; on a donc 


RE; Ye LS, 


ce qui prouve bien que l’arête de rebroussement coïncide avec la 


courbe proposée (!). 


(!) Ce raisonnement suppose que le déterminant des trois équations (7), (8) 
et (9) n’est pas nul identiquement. Admettons, pour simplifier, que la variable 
indépendante soit æ, de sorte que £ — x. Le déterminant des équations (7), (8) 
et (9) est alors 


À B C AS ne EU Les Z Ve 
A B' (a =— Fi NES EN Ch eh aa y" | : 
A B'’ É: J'2N — s'yiY + "2" — Zi VE enr, ZI vi 


puisque æz'=1,x"=æx"—=0. S'il est nul identiquement, on a, en ajoutant à la 
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Donc enfin, comme on l’a établi géométriquement au n° 361, 
le lieu des tangentes d’une courbe gauche quelconque est une 
développable; celle-ci est l’enveloppe des plans osculateurs de la 
courbe. 

Il en résulte également que les plans osculateurs en deux points 
infiniment voisins, M et M, de la courbe, se coupent suivant une 
droite qui a pour limite la tangente en M, puisque celle-ci est la 
caractéristique. 


Remarque. — Le cône qui a pour directrice une courbe 
gauche C et pour sommet un point quelconque P admet évidem- 
ment pour plans tangents d’inflexion les plans osculateurs à C 
issus de P. En transformant ce résultat par polaires réciproques 
(n° 361), et observant qu’à un plan tangent d’inflexion d’un cône 
répond un point de rebroussement sur la courbe plane corrélative 
du cône, on voit que 


La courbe commune à une développable et à un plan quel- 
conque a un rebroussement en chaque point d’intersection du 
plan et de l’arête de rebroussement de la développable. 


De là le nom de cette arête. 


première colonne la seconde et la troisième, multipliées respectivement par y’ 
et er 


y z 
en UE 1 0) 
F Z 
et, en remontant aux primitives, 
log y"—=logz"+loga, c’est-à-dire Dites 


Remontons encore deux fois aux primitives : 
J'= az + b, 
Y =as +bz+c, 


d’où il résulte que la courbe est plane. En ce cas, tous les plans osculateurs se 
confondent avec le plan de la courbe, et il n’y a lieu de chercher ni leur enve- 
loppe, ni l’arète de rebroussement de celle-ci. 

La conclusion est que le théorème énoncé dans le texte ne s'applique qu'aux 
courbes gauches, et il n’a, d’ailleurs, de sens que pour les courbes gauches. 
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388. Cercle osculateur. — C’est celui qui à un contact du 
second ordre (n° 384) avec la courbe en un point donné 4. 
Un cercle de l’espace peut être défini par les équalions 


(X—@)}+(Y—B}+(Z— y} —R?=o, 
MX —a)+n(Y—$B)+ p(Z—Yy)= 0: 


2, P, y est le centre du cercle, R son rayon : les six paramètres 
nm nm 
sont 4, 6, y, R et les rapports — , —. 
l 
j ON: 
Il y aura contact du second ordre avec la courbe au point 


æ(t), y(t), z(t), d'argument #, si l’on a (n° 350) 


(z—a)+(y—$B}+(s— y} =, 
(Go) : CHR RERONEBTESE Ç3 — YA, 
l (æ—x)2"+(y—8)y+(3—- y) +x2+ y2+ 32 o. 


| m(x-—a)+n(y —$)-— piz—%)=0o, 
DUTLE ny + pa 0, 


+ny + pz! 0 


ce sont là six équations qui déterminent les sixinconnues ,6,7,R, 


Les deux dernières équations (11) montrent que mn, ñn, p sont 
proportionnels à A, B, C,et la première équation (11) s'écrit 
alors 


(12) A(a—x)+B(B— y)+C(y—323)=o, 


c’est-à-dire que le centre , 5, y du cercle est dans le plan oscula- 
teur au point +, y, z. Il en résulte que le cercle lui-même est dans 
ce plan, car son plan contient évidemment la tangente à la courbe 
au point considéré, droite du plan osculateur. 

L'équation (12) et les deux dernières équations (10) déter- 
minent &, $, y, ou, mieux, æ—a, y —f$, z— y; la première 


équation (10) donne ensuite R?. On a ainsi 


(9 B C 

O EVA z'! 

A B C A2 ce B2— C2 n 
x’ A g' 

x" DV z" 
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b ; x x Li L 5 n CNE TT E fi 
on oblient, par permultalion tournante, } Ds S Y. Enün 
(x'2+ y 32}? 
(A2+ B?2+ C2} 


(x'2+ y'?+ g'2 2 
= CAE Cp 


hi 


[CO B x")? + (A z'— Cr'?+(Bz Eur A y'}] 


[(A2+B?+C2)(22+ y2+32) (Az +By'+Cz}], 


c'est-à-dire, puisque, d’après (3), Ax'+ By'+ Cz'est nul, 


3 
g'2+ y'2 32)? 
IR Ga Les TE ) . 
(A2+ B2+ C2)? 
389. Surface polaire. — La seconde équation (10), où &, f, y 


sont les coordonnées courantes, est celle du plan normal à la 
courbe au point £; la troisième équation (10) a pour premier 
membre la dérivée, par rapport à #, du premier membre de la 
précédente : ces deux équations représentent donc la droite 
caractéristique de l’enveloppe des plans normaux. Cette droite, 
dont les équations sont ainsi 


(X—x)r'+(Y—y)y +(Z—-z)z =0, 
(K—a)# + (pr + (ss (a+ yi+ at), 


est dite axe du plan osculateur ou axe de courbure; elle est 
perpendiculaire au plan osculateur, car ses paramètres directeurs 


sont y'3"— z!y", ..., c'est-à-dire À, B, C. Ainsi : 


Le centre du cercle osculateur (ou centre de courbure) est 
à l'intersection du plan osculateur et de l’axe de courbure. 


L’axe de courbure se nomme aussi droite polaire; le bieu des 
axes de courbure, c’est-à-dire la développable enveloppe des plans 
normaux, se nomme la surface polaire de la courbe gauche pro- 
posée. 


390. Remarque. — Deux courbes gauches qui ont entre elles un 
contact du second ordre en un point ont même cercle osculateur 
en ce point. Cela résulte immédiatement du corollaire du n° 351. 


391. Sphère osculatrice. — C’est celle qui a un contact du 
troisième ordre avec la courbe en un point donné !. 
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La sphère 
(X—a)+(Y—$p}+(Z 


Th — R?2 — O 


aura un contact du troisième ordre avec la courbe au point #, si 
l’on a (n° 349) : 

Ga) (@— a+ (y BY+(3— 7) R?= 0, 

(13) (æd—a)z'+(y—8)y'+(z—7)3 =o, 

(14) (æ—a)x” +(y—8)7"+(z 
Dan that x 


Y)3 +2? + y?+ 2? — 0, 


CM T— à) 


Yy)3"+3(xz'x + y'y"+z'z") = 0. 


Les trois dernières équations donnent linéairement 4, 6, y, 
coordonnées du centre de la sphère ; la première donne ensuite le 
rayon R. 

Nous n’expliciterons pas ces calculs; il est préférable d’inter- 
préter géométriquement les relations précédentes. 

L’équation (13), où «, $, y sont les coordonnées courantes, est 
celle du plan normal à la courbe au point #; les équations (14) 
et (19) ont respectivement pour premiers membres les dérivées 
première et seconde, par rapport à #, du premier membre de (15); 
le point «, 6,7 défini par ces trois équations est donc le point où 
le plan normal touche l’arête de rebroussement de son enve- 


loppe (n° 358). En d’autres termes : 


Le lieu des centres des sphères osculatrices coïncide avec 
l’arête de rebroussement de la surface polaire. 


392. Remarque. — D’après cela, le centre de la sphère oscu- 


Fig. 94. 


latrice à la courbe (C) ( fig. 94) au point M est le point S où la 
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caractéristique du plan normal, c'est-à-dire l'axe de courbure OA, 
touche l’arête de rebroussement de la surface polaire. IL en résulte 
que la sphère osculatrice contient le cercle osculateur; car son 
centre est sur la normale OA menée au plan du cercle par le 
centre © de celui-ci, et elle passe par le point M. 


393. Définitions. — On nomme, en un point d’une courbe 
sauche : Normale principale la perpendiculaire menée à la tan- 
gente dans le plan osculateur; 

Binormale la perpendiculaire au plan osculateur. 

La normale principale contient évidemment le centre du cercle 
osculateur; la tangente, la normale et la binormale forment un 
trièdre trirectangle. 

Nous désignerons respectivement par &o5, Pos Yo; Gi P13 Ya; 
CL TS 72 les cosinus directeurs de ces trois dernières droites, 
sans nous préoccuper de fixer sur chacune d’elles un sens positif. 

Les cosinus 45, fo, Yo de la tangente sont proportionnels à 
x’, y', z/; nous écrirons donc 


! (4 ! 


æ : 2 ce z 


à) 


— : ne 
Væ?+ y 32 Vr?+y?+ 23 Vz'2+ y'2+ 312 


20 


le radical étant pris avec le signe es 


De même, 2,, 54, y, vérifiant les relations 


1 X'+- Bi V'+ y13'= O, 


uA+$,B+yC=—o, 


qui expriment que la normale principale est perpendiculaire à la 
tangente et parallèle au plan osculateur, on écrira, en répétant 


pour E(Cy'— Bz/}? un calcul fait au n° 388, 


Bz'— Cy 
ei Pt 
V(A2+ B'+ C)(x2+y2+ 32) 


Ai — 


et enfin, pour la binormale, 


Re 
VAT BEC 


Aa == 
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Expression de divers infiniment petits. 


394. Nous désignerons par : 


p unpoint (x, y, 3) de la courbe gauche, d’argument t; 
P Le plan osculateur | 


, » en ce point; 
T /a tangente | 15 à 


p\ le point infiniment voisin de la courbe, correspondant à l’ar- 
gument t + dt, et de coordonnées (x + Ax,y + Ay,3+ Az); 
P, le plan osculateur 


en ce point. 
T, la tangente ? 


La distance pp, — VAx + Ay?+ As* a pour valeur principale 
Vdz'+ dy? + de? = Vx'?+y?+ 23"? dt = ds (élément d’arc). 
395. Angle de T et de Ti. — On sait que l'angle © de deux 
directions (a, b, c)et (&;, b,, c,) est donné par 


(bc cb) +(cu—ac) + (ab; — ba) 
(a+ b+e)(ai+ bi ci) 


sin? Gi 


Or, pour la tangente T, a, b, c sont x’, y', 3; pour la tan- 
gente T,, «;, bi, ©, sont x'+ Az, y'+ Ay, 3! + Az; on a ainsi: 


sin? © — (y'Az'— 3'Ay'}æ+ (z'Az'— v'Az + (x'ay— y'a} 
ne (æx2+y2+32)[(x'+ Ag} +(y'+Ay + (z + A3 )] 


Les valeurs principales de Ax’, Ay', Az' sont x"dt, y’ di, z"dt; 
la valeur principale de sin?o, ou de ?, est donc 


mA (y'3"— 3 "y" } +... A2+ B?2+ C? 
nr Re à NU CON PAS ES NE SE RE ES 2 
Valeur principale o a+ yr+ en) Ci pe en) 06 
et enfin 
VA2+ B2+ C? 


Valeur principale © — (a+ Y TEE) 


396. Courbure. — C’est, par définition, la limite du rapport de 
l'angle w, de deux tangentes infiniment voisines, à l’arc ds compris 
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entre leurs points de contact. On a donc, pour la courbure k, 


k = valeur principale + SN TER ) 


CT 


(et+yr+ 3) 
A 2 L ’ 
c’est-à-dire £ = F° R étant le rayon du cercle osculateur. Le 


cercle osculateur, son centre et son rayon se nomment, à cause 
de cela, cercle, centre et rayon de courbure. 


397. Angle de P et de P,. — Les coefficients des plans P et P, 
sont respectivement À, B, C et A+AA, B+AB, C + AC; 
l'angle Ÿ de ces plans est donc donné par la formule 


ie (BAC CABLE (CAL AMC CA ABEERRAN 
NE (A2 Bi+ C?)[(A + AA}+...] 


Or, les valeurs principales de AA, AB, AC sont 
dÂA =: A'dt — (y'z lt 24V 4) HU 


seller ets et roe v'elnle ds etait enr e (as vEe à 


et 1l en résulte aisément les formules 
Valeur principale de B AC — C AB = Dx' dt, 
» » G AA — À AC = Dy' dt, 
» » À AB — B AA — Dz'dt, 


D désignant le déterminant 


( x! 3 zx! | 
La 1 " 1" 
* D | 7700 RE 
x” LA a 


Il vient alors, pour valeur principale de ira ou 4?, 


Valeur principale 4? — 


d’où 
: Le D 
Valeur principale d — A pmcs ds. 
398. Torsion. — La limite du rapport . se nomme la torsion 


de la courbe gauche au point #; on la désigne par +; on a, par la 
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formule précédente, 


Les points où la torsion est nulle se nomment points stalion- 
naires ; ils sont donnés par la relation D — 0. 


Remarque. — Pour une courbe plane, le plan osculateur 
coïncide toujours avec celui de la courbe; done d— 0, et, par 
suite, la torsion est nulle. 

Béciproquement, si la torsion est constamment nulle (ou si 
tous les points sont stationnaires), c’est-à-dire si D —o, Îla 
courbe est plane. Car, en prenant x pour variable indépendante, 


c'est-à-dire en faisant x'—=1, a"— x" 


— 0, la condition D — 6e 
réduit à y/3”— z/y"— 0, d’où l’on déduit, comme dans la note 


du n° 387, que la courbe est plane. 


399. Distance à de p; à T. — On trouve géométriquement, sans 
difficulté, sa valeur principale. 
Soit pp, (trait plein) ( /ig. 95) la courbe proposée; figurons 


(trait pointillé) le cercle qui la touche en p et qui passe par le 
point infiniment voisin p,. Si R’ est le rayon de ce cercle, on a 
rigoureusement, en menant p, P normal à la tangente en p, 


(corde pp: }? 
P = ————————————— 
Hi 2 R 


A la limite, Le cercle considéré devient (n° 355) le cercle oscu- 
lateur en p; FR’ devient R, rayon de courbure, et la valeur prin- 
cipale de corde pp, est are pp,, ou ds. 

On a donc 


Fe à s2 I 
Valeur principale d = — — - k ds2. 
I P 2 R > 
C'est la même formule que pour une courbe plane (n° 64). 
L'Analyse conduirait, par une voie plus longue, au même 


résultat. 
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400. Distance d de p1 à P. — Elle est donnée par la formule 


À Ax + BAy + C Az 
VAr+ Bi Ci 


d= 


Remplaçons Az, Ay, Az par leurs développements tayloriens 


I I [1/4 
Az = xz'dt+ Nes Ed GRAS AS 


me [ss ns else we ele à eo ne s 515 505,59 lo )ecs sien sn) vid ee 


nous voyons qu'au numérateur les termes en dt et dt? dispa- 
raissent, à cause des relations 


Ax'+By'+Cz'= Az +By'+CGz"=0; 
il reste donc, pour la valeur principale de d, 
ATXTL By" + Cru dt 
VA?2+B2+C 6 
D de ds3 


== a SE 


6 VASE B?+ Ce: 6 


Valeur principale d — 


Elle est du troisième ordre en ds, comme cela devait être, 
puisque le contact de P et de la courbe est du second ordre. 

Si le point p est stationnaire, + est nul; la distance d est donc 
d'ordre quatre par rapport à ds, c’est-à-dire que le plan osculateur 
en p a un contact d'ordre trois avec la courbe. 

Ainsi, les points stationnaires sont ceux où le plan osculateur 
a avec la courbe un contact du troisième ordre. | 


401. Différence entre un arc infiniment petit et sa corde. — 
Supposons que les coordonnées x, y, z d’un point d’une courbe 
soient exprimées en fonction de l’arc s, compté à partir d’un point 
fixe. 


On d 


SH, ds = dt, 
et la relation 
ds = Vx'?+7y'?+ 32 dt 


donne l'identité 
d'+yi+ =, 
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d’où, par dérivation, 


ga yi y" + g'z" — 0, 


I 
( ) RE E VU yU PUS g'2+ y 2 — 0. 


On a alors, pour la courbure, 
k=VA2+B?+C=ÿ(y 33 y +..., 
c’est-à-dire, en tenant compte de (1), 

13 


(2) L = Varpylam"e, 


Cela posé, évaluons la différence entre l’arc As, ou ds (n° 20), et 
la corde qui joint les points x, y, 3 et x + Ar, y + Ay, 3: + Az; 
c’est-à-dire la différence 


ds — yAx?+ Ay?+ Azt. 


Orrona 
ie CRE ds? 111 ds5 
AT = z'AdsS+g — +r — +..., 
» (e) 
NES, 
Net AS ET, 
d’où 


Ax?+Ayi+Az= ds (x'?+y?+232)+dsi(x'a"+ y'y"+ 223") 


U L b 13 US I LA 11/4 
Has | (a+ yat) + 3 (% Z'+y'y +28") |+. 


et, en tenant compte de (1)et (2), 


I 
Ar? + Ay?+ Az? = ds (1— as+... ): 


La différence à évaluer est donc 


Do rrÉ 
| 
a 


ds — ds 7e  Hids+...=ds|1i— en ruse 
\ 12 12 


D 


ou, par la formule du binome, 


as (i—1+ ya ds+...). 
24 


La valeur principale de la différence entre l’arc et la corde est 
He , 26 
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ainsi 


k? ds3 ; 


pe nl 
— 


elle est du troisième ordre par rapport à l’arc. 


402. Remarque. — Nous avons supposé jusqu'ici que #, y, 3, 
sur la courbe gauche, sont exprimés en fonction d’un paramètre #; 


si la courbe est donnée sous la forme 
f(x. y; HR ZT, Y, 3) = 0, 


on supposera dou T1, #70 NO uan EE Cr 
ce seront les dérivées première et seconde de y et 3 par rapport 
àæ; on les calculera en dérivant les équations de la courbe par 


rapport à æ. Ainsi, l’on aura d’abord 


fe + SANE er sf 0; 
! ! SLT 
en NT Tim 


d’où y’ et 3’ linéairement; dérivons encore une fois : 


FT OMIS PA a me AS Cal OA AE fe cd REA see D: 


d’où l’on tirera linéairement y” et z”, puisque y’et 3! sont déjà 


connus, elc. 
ILishfhiratalorstdé porter ces waleurs de TR eee 
z', 3", ... dans les formules générales, pour obtenir la tangente, 


le plan osculateur, la courbure, etc., de la courbe gauche pro- 


posée. 


403. Formules de Frenet. — Cherchons les différenuelles des 
cosinus directeurs %6, Bo, Yo de la tangente en un point d’une 
courbe gauche (n° 393). On trouve aisément : 


f B2z=Z= } ! 
FRET nn Re Rp 


3 


Var+ yi+ 37 (æ2+ y'?+ 32)? 


41, PB, V1 étant les cosinus directeurs de la normale principale 
(n° 393). Ainsi 
C3) da Ka; ds, do = kB: ds, dYo = kids. 
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De même, pour les cosinus directeurs &2, Ba, 72 de la binor- 
male, on trouve, par un calcul facile, 


\ Bz'— Cy 
ie TE : = Sa =D dt =— "ra ds. 
(A2+ B2+ C2)? (A2-+ B2+ C2}? 
Ainsi : 
(4) dix = — ru ds, dB =— Th: ds, da =— vTy1ds. 


Enfin, pour obtenir du,, d®,, dy,, différentions les relations 


2 il 2 nf à sets 
2.1 + pi FUMER E 
1 À LA BG, + y SO) 

1%X0 + P1 Po f1Yo — 0, 


Œute + 1 Pa + Y1Y2 = 0, 


dont les deux dernières expriment que la normale principale est 
perpendiculaire à la tangente et à la binormale; il vient, en uti- 


Héant(9e tirs 
ai dus + 01 di + Y1 dy: —= O, do ÉXy + Bo 81 + Yo dy1 + us O, 


2 dus + Bo d81 + Va dy — 7 ds — 0, 
d’où l’on tire aisément 


(5) | da = (— kao+ ta2) ds, dB = (— KbBo+ Th) ds, 
5 | 
| dyi=(— KA Yo+ 7Ty2) ds. 


Les lie (3), (4) et (5) sont les formules de Frenet. 


Lieu des centres de courbure. Développées. 


404. Lieu des centres des cercles osculateurs. -— Soient O 
et S (/ig. 96) les centres du cercle osculateur et de la sphère 
osculatrice en un point M d’une courbe gauche (CG); OS est l’axe 
du plan osculateur. Le lieu de O, qui est une courbe, est donc 
tracé sur la surface lieu de, OS, c'est-à-dire sur la surface 
polaire (D), enveloppe des plans normaux à (C). 

Cherchons la tangente au lieu de O; désignons par O'etS' 
les points analogues à O et S qui répondent au point M'infini- 


ment voisin de M sur (C); par 8 et À les angles O'OS et OSM : la 
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direction OO’ est dans le plan OSM, qui est le plan tangent à la 
développable (D) le long de OS. 

Appliquons la formule de variation de longueur (n° 80) aux 


segments OS, OM, SM; il vient, en observant que OS touche 


en S le lieu du point S, c’est-à-dire l’arête de rebroussement 
de (D) (n° 392), et que OM et SM sont normaux en M à la 
courbe (C), puisque OSM est le plan normal en M, 

dOS = SS'— O0'cos8, 

dOM — OO'sin 0, 

d'SM°—SS'cosÀ. 


D'ailleurs, en différentiant la relation 


SM =0S +OM, 
on a 
SM dSM = OS dOS + OM dOM, 


c'est-à-dire 
SM.SS'cosÀ = OS.SS'+ OO'[— OS cos0 + OM sin]; 


comme 
OS=SMcosà, 


il reste 
OS cos0 — OM sin6, 


c'est-à-dire 


tang0 = -——; 


ce qui est égal à cotÀ. 


æ 
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Donc 4 — : — À, c’est-à-dire que la tangente OO’ au lieu de O, 


située dans le plan OSM, est normale à la droite joignant le 
point O au milieu du segment SM, ce qu’on aurait pu établir plus 
directement sans grande difficulté. 


Corollaire 1. — Le lieu du point O n’est pas une déve- 
loppée comme dans le cas des courbes planes, c’est-à-dire que la 
tangente en O à ce lieu ne coïncide pas constamment avec la 
droite OM. Pour qu'il en fût constamment ainsi il faudrait 


T : nn. : AY ee : 
Te N — d'où À=o, c'est-à-dire que le point S fût à l'infini. 
La sphère osculatrice se réduirait donc constamment au plan 
osculateur; celui-ci aurait, dès lors, un contact du troisième ordre 


avec la courbe; tous les points de celle-ci seraient, par suite, sta- 
tionnaires, et la courbe serait plane (n° 398). 


Corollaire IT. — Pour que les centres, O et S, du cercle oscu- 
lateur et de la sphère osculatrice coïncident, il faut que À soit égal 


à = d’où 0 — o, et la relation TOM—O0’ sin montre que OM 


est nul, c’est-à-dire que le rayon de courbure est maximum ou 


minimum. 
Inversement, si, en un point M, le rayon de courbure OM est 


: 485 : : T 
maximum ou minimum, OO'sinl est nul, d'oùÿ—o, À=-;et 


les points S et O coïncident. Ainsi : 


Les points d’une courbe gauche pour lesquels le centre du 
cercle osculateur coïncide avec le centre de la sphère oscula- 
trice sont ceux qui correspondent au maxima et minima du 
rayon de courbure. 


Corollaire 111. — Pour que les deux centres O et S coïncident 
quel que soit le point M sur (C), il faut que ZOM soit nul en tout 
point de C, c’est-à-dire OM = const., et réciproquement. Donc : 


En tout point d’une courbe de courbure constante, les 
centres du cercle osculateur et de la sphère osculatrice coïn- 
cident; réciproquement, cette propriété n'appartient qu'aux 
courbes de courbure constante. 
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405. Rayon de la sphère osculatrice. — Imaginons menée 
la tangente en S/ à la courbe SS' ( fig. 96); elle passe par O”, 
puisqu'elle est l’axe de courbure en M’. De plus, elle rencontre, 
au second ordre près, la tangente en S en un point T, qui a pour 
limite le point S (n° 386), et son angle avec cette tangente est 
l'angle des plans osculateurs à (C) en M et M’. On a trouvé 


plus haut dOM = OO'sint; or, le triangle OTO’ donne 
OO'sin0 — TO'sint, 
d’où, à la limite, en remplaçant TO’ par SO et sinŸ par 4, our ds, 


dOM='OSK ds, c’est-à-dire OS = = ———. 


Larelation SM — OS _ OM donne alors, en posant SM — 0 
et OM = R rayon de courbure de (C) en M, 


expression remarquable du rayon p de la sphère osculatrice en M. 
Les corollaires IL et III ci-dessus se déduiraient immédiate- 
ment de cette formule. 


406. Développées d’une courbe gauche. On nomme nor- 
male à une courbe gauche:(C), en un point M, toute droite pas- 
sant par M et perpendiculaire à la tangente en ce point; déve- 
loppée de (C), toute courbe dont les tangentes sont normales 
à (C3? 

Soient P un point d’une développée, PM la tangente en P, nor- 
male en M à la courbe (C); désignons par MN la normale princi- 
pale à (CG) en M, par Q la projection de P sur MN. 

Les cosinus directeurs de la droite MN sont «,, f,,y,; ceux de 
PQ sont évidemment les cosinus directeurs, &, Bo», y», de l’axe de 
courbure en M. Posons MQ — », et désignons par w l’angle PMQ, 
de sorte que QP = 5 tango. Si x, 7, 3 sont les coordonnées de M 
exprimées en fonction d’un paramètre £, et &, n, € celles de P, on 
aura, en projelant sur les trois axes le contour MQP; 


Ë = 2 + p4 + pa tango, 


(6) ue 
6 = 3 HOYi+pyatangu. 
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Pour que le lieu du point &, n, € soit une développée il faut 

que la tangente en P soit la droite PM, done que dé, d'n, d£ soient 
proportionnels à Ê — x, n — y, (— 3. Ainsi, on aura 


d£ d' dr 


E— x n—Y C—3 
Soit € la valeur commune de ces rapports; la relation 
de — e(Ë — æ) 
devient, si l’on y remplace £ et d£ par leurs valeurs tirées de (6), 


(8) | dx + p du + p tangw das 


+ di do + as d(p tangw) = e(p41+ 0% tangw). 


Or dx = x'dt, et comme on a posé (n° 393) 


L 


re 

on voit que dx est égal à a, ds; da, et da: sont donnés par les 

formules de Frenet (4) et (à), de sorte que la relation (8) s’éerit : 
do ds(1 — Ko) + a (do — €9 — pr lang uw ds) 


+ %[ d(ptangw) — 69 tangw + pt ds] — 0. 


De même les deux équations dn —es(n —7y), dé —e(s — 3) 
conduisent à deux relations qui se-déduisent de la précédente par 
le changement des « en $, puis en y : on obtient donc trois équa- 
tions, linéaires et homogènes par rapport aux quantités 


ds(i— ko), d5—eo — prtangu ds, d(ptangw)— 29 tangw + pr ds, 
et comme le déterminant du système est différent de zéro, puisque 


c'est celui des neuf cosinus, égal à 1, les trois quantités ci-dessus 


sont nulles. On a donc 


RO = T, dp — 07 tangw ds = cp, d(p tangw)+ p7 ds = es: tangw; 


d’où, en éliminant s et observant que r — R rayon de courbure 
de (C) en M, 
(9) DT: do —7 "7 ds. 


La relation os = R montre que le point Q, qui a pour coordon- 
nées æ + p%, ..., C'est-à-dire, en remplaçant R et 2, par leurs 
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valeurs, 
L'2+ + 32 à ; 
D + re (B#'— Cy'), 
coïncide avec le centre du cercle osculateur à (C) au point M 
(n° 388); le point P est donc sur l’axe de courbure en M, c’est- 


à-dire sur la surface polaire de (C). Donc : 


Les développées d’une courbe sont sur la surface polaire de 
celle-ct. 


La seconde relation (9), dw —— 7 ds, donne 


D /x"2 12 72 
(10) u) = f: d+uw=—f VAR RS ARR ANNAE À dt + wo, 


HATASNpr ECM 


WQ désignant une constante arbitraire et t l’argument de M sur 
la courbe (C). 

Il suffit, maintenant, de porter dans (6) cette valeur de w, 
ainsi que les valeurs connues (n° 393) de &,, a», fi, Bo, Vas Ye, et 


d’y remplacer o par R, ou (a+ y ge )e(AI B? + C2}, 
pour obtenir les coordonnées &, n, € d’un point d’une développée 
en fonction du paramètre t : ces formules renfermant la constante 
arbitraire w5, il y a une infinité simple de développées. 


Remarques. — 1° Deux valeurs (10) de w, répondant à deux 
valeurs différentes de w,, ont une différence constante tout le long 


de (C); donc : 


Les deux normales en un point variable d’une courbe, qui 
touchent deux développées fixes de celle-ci, se coupent sous un 
angle constant. 


2° Pour une courbe plane, + est nul et w, donné par (10), se 
réduit à w,4. Soit z—0o le plan de la courbe; désignons par & 
et n, les coordonnées du centre de courbure Q au point M{x, y, o), 
par R le rayon de courbure de la proposée en M; les formules (6) 
deviennent, puisque 4 = 2 = Yÿ1 = 0, et Y2—1, 


CSS 1200; Cu, 


a étant une constante arbitraire. On obtient donc les développées 
en prenant, sur chaque normale au plan de la courbe issue d’un 
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centre de courbure, une longueur proportionnelle au rayon de 
courbure correspondant. 

La développée ordinaire correspond à & — o; les autres déve- 
loppées sont sur le cylindre droit qui contient celle-là, et qui est, 
d’ailleurs, la surface polaire de la courbe plane proposée. 


A07. Exemples.— Appliquons les formules générales à quelques 
courbes. 


1° Aélice. — On nomme hélice la courbe tracée sur un 
cylindre quelconque, et décrite par un point M qui se meut 
de manière que sa distance Mm, à une section droite, soit pro- 
portionnelle à l’arc de section droite Am, comptée à partir d’une 
origine quelconque À. 

Prenons pour plan des xy celui de la section droite; soient 


M (x,,%) 


V4 


x, Y, 3 les coordonnées de M ( fig. 95), et s l’arc AM. On a, 
par hypothèse, 


SCO" 


D'ailleurs x et y, coordonnées du point m de la section droite, 
sont des fonctions connues de l’arc 5, en sorte qu'on a, pour dé- 
finir l’hélice, 

Gi (a); = ds }, 200: 
Observons, de plus, que, s étant l’arc de la courbe plane 


z=(s), y = (5), on à 


dot = [42(3) + 4'2(5)] ds? 
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c’est-à-dire 

n'£ lo ANT 

p2(s)+ Y2(0) —=1, 


ce qu'on peut écrire 


T'angente. — Ses paramètres directeurs sont x', y, & ; élant 
toujours posé 
Tps) AMENER 


son angle 0 avec Oz est défini par 


[44 [44 
cos 0 — 


Var y rat Via 
il est donc constant, c’est-à-dire que lhélice coupe les généra- 
trices du cylindre sous un angle constant. 

Inversement, une courbe tracée sur un cylindre et qui coupe 
les génératrices sous un angle constant est une hélice. En effet, 
toute courbe tracée sur le cylindre peut être définie par 


=) TE ORNE EC 


7 étant toujours l'arc de section droite entre le point À et le 
point rm», projection du point x, y, z; si elle coupe les généra- 
trices sous un angle constant 0,, on a 


FOSb ce SRE ER 
Vo?(s)+W2(s)+ 25) 
d'où, puisque ©2+ d'2— 1, 
cosb, cos 
A = ë à = D! 
LS sin0, É. x (5) SG SE 


h étant une constante arbitraire. La courbe est donc une hélice 
cos, 
sin 0,” 
partir d’un point fixe B, tel que arcAB — }. 


pour laquelle d'— l’arc de section droite étant compté à 


Plan osculateur. — Calculons ses coefficients À, B, C : 
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— COURBES GAUCHES. 
x" et y” désignant &"(s) et d’(5). Le plan osculateur est donc 


gti 
GX —&)+ar"(Y—y)+ (x y" y'a") (L—3)= 0." 
IL est normal au cylindre au point M; car la normale en M 
au cylindre, parallèle à la normale en m à la section droite, a pour 


paramètres directeurs y’, — x!, 0; la condition du parallélisme 
de cette droite et du plan osculateur est 


en VE VA as ax"x = 0, 


ou 


x! x" + y’ Al = O, 
ce qui est vérifié, puisque 


LH VEN, d’où DT M = 0; 
Courbure. — Ona 


LA De VA2+ B2+ C2 
Or 


os 
0 


| 


(at+y2+ 2) 


re =(x'y"— y'x")— Vz'2+y?)(x 
et, par suite, 


2) 


y?) (ra +yy = Vx 


123 


24 V'?, 
A+ B+C=(22+7"2)(1+ a?). 
Donc 
k — x'"2+ 12 V a 2‘, 
(PÉ QRRE 
D'ailleurs, la courbure k, de la section droite en m s'obtient 
en faisant dans cette formule «a — 0; donc 


d’où un théorème facile à énoncer. 


Torsion. — Ona 
D. VIRE 
x" LE oO 
ÆE x!" Tu 0 & a x" D re v" 
UN A2 LB CO? ra? 2'2+ y'a 
Or 
x" VS et #77 L/4 


x" 


H\T! 
54 
—= r IR F 
z"2 PE (a c ta O 2 
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et, en vertu de l'identité x/2"+ y'y"— 0, 


HE 2: 
de sorte que 


r\ 1! dyÈ er 
«a WA (22 T == WA 
Ts as NOTCHANTENR= art 
1 + a? 4 + dry ? 


a D [/4 
Se Mo 1 + a? Via 


c’est-à-dire 
r=ak. 
La courbure et la torsion en un même point sont donc dans un 
rapport constant. 


Arc. — La différentielle ds de l'arc d'hélice est donnée par la 
formule 
ds = ÿz'?+y'?+ 22 do = do ÿ1+ a?, 
d’où 


S = 6ÿ1+ a?. 


L’arc compris entre deux points de l’hélice est donc propor- 
tionnel à sa projection sur la section droite; ce fait était évident, 
a priort, en raison de la propriété de la tangente. 


2° Hélice circulaire. — C’est une hélice quelconque tracée 
sur un cylindre de révolution. La section droite est un cercle de 


4 


rayon R,et l’on a, en supposant que le point A ( fig. 98) soit 


sur Oz, 
2 = Rcos| ) y = Rsin (à )» Bi: 


TI a 
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car 


G 
Angle w — RL 


Pour l’hélice circulaire, la courbure et la torsion sont constantes, 


. . I 
car X,, courbure de la section droite. est la constante R° On peut 


écrire aussi, pour définir l’hélice, 
ti COS 0 RSI), 2 IN0), 


w étant le paramètre variable, au lieu de co. 
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CHAPITRE IV. 


LONGUEURS ET AIRES SUR LES SURFACES. 


408. Plan tangent. — Soit une surface représentée paramé- 
triquement par les équations 


(1) DUC) Mr), FU 


le plan tangent au point (4, +) est celui qui a un contact du 
premier ordre avec la surface en ce point. 
S1 le plan est 
AX+BY+CZ+D=o, 


les conditions du contact du premier ordre sont (n° 352) 


Ax(u,v)+By(u,ve)+CGz(u,v)+ D —o, 


0x 0Y 03 
A pe airs = 
(2) Î du BRENT Re du Ke 
0x 0V Oz 
A Fe + B sa + C sr = O, 


d’où l’on déduit les valeurs proportionnelles de À, B, C, D; l’é- 
quation du plan tangent est alors, en éliminant d’abord D, puis 


A Bat 


0x y ls 
ou ou ou 0 
0x , OV 03 
de dp dv 


Elle est la même, que les axes de coordonnées soient ou non 
rectangulaires. Nous l’écrirons 


A(X—x)+B(Y—7y)+C(Z—z)=o, 


en posant 
PE dy 03 03 dy Dee Ô0z 0x 0x 03 : \0K Op Noyon 
7 du dp ou dœ” ” du dp ou de” ” du d du dœ 


Si la surface est donnée sous la forme 3 — f(x, y), on sup- 
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posera u—x,p—7y; d’où 


EE Sn “ 


CGT. 


(n 


409. Distance d’un point d’une surface au plan tangent en un 


point infiniment voisin. — Soient uw, # et u + du, » + dv les 
arguments sur une surface de deux points voisins, de 


coordonnées 


Z,Y, 3 etx + Az, y + Ay, 3 + Az; la distance du second point 


au plan tangent en (w, e) est 


À Az + B Ay + C Az 


S 
en @ 


de HT Dr ce 
Or on a (n° 169) 


x Re A es EIRE TRS 

= — du A — AR EU Au dl 62 Ne 
ou dv 2 | du? du de. dat ie 

AY — ; 

Nors 


Portons ces valeurs dans l’expression de à : au numérateur les 
termes en du et dy disparaissent, car leurs coefficients 


0 
Se 


03 
et nf End 
ou 


0x 
di Dr Op 


sont nuls [équations (2)]; il reste alors pour la valeur principale 


de à : 
dx 02 12 02 zx | 2% NS 
É : ñ ù l : SR = . …. 
(ASE L ou? S ) sde > (A du de *£ IG ar 


dx 
\ + 
(4 Jp? 


V'AZ-EIBA C2 


On voit que à est du second ordre, ce qu’on savait & priort, 


puisque le plan tangent a un contact du premier 


surface. 
Nous poserons, pour abréger, 


2 2 z 

Rap VAR +) ERA 7 

An ou? ou ou? VA2+ B2+ C2 
d2æ LE 023 I 

(A ou dv KO) VA2+ B2+ C2 

0 23 
ANS Le RE Sen © LAS STONE 
de? 10? de? VA2+ B?+ C? 


ordre avec la 
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d’où, en nous bornant à la valeur principale, 


20 = R du? + 28 du dv HT de. 


Dans certaines questions, on n'aura besoin que des valeurs 


proportionnelles de R, S, T: 


102% 92y 0?z LE 2 LE 
PAT DE Du US oc av TR 
R ci = DA dk 


410. Il est à observer que si les axes de coordonnées sont 
obliques, à est donnée par une formule analogue à (3), où Le 
numérateur reste le même, le dénominateur seul ayant varié 
et demeurant indépendant de Ax, Ay, Az : il en résulte immé- 
diatement que la valeur principale de 20 est toujours de la forme 


R du?+ 28 du dv + T dv?, 


à, S, T n'ayant plus tout à fait, à cause du dénominateur, la 
même expression que ci-dessus, mais leurs valeurs proportion- 
nelles étant toujours 


dx 7 CE eu FU dx 
SAT DUT, - D LOT RIRES dv? sy 


Elément d’arc sur une surface. 


AA. Une courbe tracée sur la surface (1) est définie par une 
relation entre w et p, 6 —y(u). La direction de sa tangente au 


. d , Er ] I * d do ! 
pointu, P est déterminée par la valeur du rapport (77 OU AA 


déduite de l'équation de la courbe. En effet, en différentiant les 
relations (1)on a 


(4) de = = du + 5 de, OVER Here 


ce qui donne les valeurs proportionnelles de dx, dy, dz, c'est- 


RES à ; : do 
à-dire les paramètres directeurs de la tangente, en fonction de PE 


On peut donc dire qu'en un point (w, v) une direction tangente 


« LA » do , . 
à la surface est définie par le rapport ——; etréciproquement : cette 
du 
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direction est la limite de celle de la droite qui joint le point w, » 
au point u + du, e + do. 


En un même point deux directions correspondant à deux valeurs 


EL do Ra. SR ; 
différentes de Tr SONL différentes, et ne peuvent coïncider que si 


ces valeurs coïncident : cela résulte de ce que, par les équa- 


: { lz : : 
tions (4), les rapports “7 et <= sont des quotients de fonctions 
b dr dE 


do 


linéaires en 
du 


A12. Le carré de la distance de deux points infiniment voisins 
sur la surface, et d'arguments w, 6 et u + du, v + do, est, en 
valeur principale, 


9 9 3 es 0x 1 0x ; 
ds? = dx? + dy? + dz = (5 du + dv) et 


c’est-à-dire 


(5) ds? = E du? + 2F du do + G dy?, 


‘ox \? dy \2 03 \? 
OMC 
0x 0x dy dy 03 0z 


F=—— + = + — —, 
Ou dé du dv du de 


0x \? dy \? 03 \? 
NE + OAI 


Cette valeur de ds? est aussi la valeur principale du carré d’un 


étant posé 


EH 
[ 


arc de courbe infiniment petit quelconque, tracé sur la surface et 
allant du point w, e au point u + du, p + dv. 


413. Longueur d’un arc tracé sur la surface. — Soit, sur la 
surface, la courbe 


p = qu); 
la différenuelle ds de son arc sera 
ds =VE du?+2F du de + G dv?, 


où l’on remplace # par w(u), et de par »'(u) du. Il vient ainsi une 
£E: 


9r 
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expression de la forme 


ds =F{(u)du, 


d'où, pour l'arc s, l’expression 
112 
i— [ E(u) du, 
10 
u, et w étant les valeurs du paramètre w qui répondent aux deux 
extrémités de l'arc. 


A14. Si la surface est donnée sous la forme 
# = At Y); 


on n’aura qu'à supposer #4 —=X, 0 — y; alors 


: 03 \? NP UZNOS + 03 \? 
Se 2) 


; 3 03 k 
et pour se ren remplaçant as el dy par p et 4, 


ds? =(1+ p?) dx?+ 2pq dx dy +(i+ 9?) dy?. 


415. Remarques. — Les courbes tracées sur la surface (1), et qui 


72 


u+dut 


v+dv 


sont définies par uw — const. ou 6 —const., sont dites lignes coor- 
données, par analogie avec les courbes + = const. et y = const. 
du plan. On désignera par courbe u, la courbe u = u,; on dira 
également courbe u pour la courbe le long de laquelle le premier 
paramètre a la valeur constante u. 

Ceci posé, considérons sur la surface les courbes w et #, qui se 
croisent en M (fig. 99); puis les courbes u + du et e + do, qui 
se croisent en P. 
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On a, d'après (5), 
Valeur principale de MN — Eu, v) du?, 


puisque dv est nul le long de la ligne MN. 
De même 


Valeur principale de OP E(u,v+de)du?=[E{u,v)+E; de +...]du?, 
d’où 


AR ——— , E; 2? 
Valeur principale de QP =ÿE(u, &) du ( - F de +.. à 


TR US EU 1 E, 
= VEtu, ») du(1+ ! Edo +...) 
2% 


\ 


ce qui montre que l’on a 
Valeur principale de QP = valeur principale de MN = ÿE du. 


De même, la valeur principale de MQ est celle de NP, c’est- 
à-dire que la figure MNPQ peut être considérée comme un 
parallélogramme en négligeant les infiniment petits du second 
ordre en du, dv. 

L’angle NMQ des deux courbes & et », au point M, s’évalue 
aisément; Îles paramètres directeurs de la tangente en M à la 
courbe w sont, d’après (4), proportionnels à 

Or 0Y 93 


— dv, dv, — ds 
00 AMONT 


: re LH NS PRNE : 
c’est-à-dire à =, =, —, puisque du—o sur la courbe w; pour la 
d6  dp dp 


: 0x | , 
courbe #, ce sont de même PAM: de sorte que l’on a 


0x 0x dy dy 03 03 


LEE, + Fes = : 
du dv du dv du dv E 
CORRECOSCH NUE — 


gps +) 
(om \ 2 APCE 0z \?. dx \ ? VEG 
VA OMG 


en désignant par (uw, P) l’angle des deux courbes w et ». 

Telle est la relation qui donne l’angle des deux courbes coor- 
données qui se croisent en un point quelconque w, #, de la sur- 
face : on voit que si toutes les courbes w croisent toutes les 
courbes # à angle droit, on aura identiquement F — 0; récipro- 
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quement, si F — 0, les deux systèmes de lignes coordonnées sont 


orthogonaux. 


416. Exemples. — 1° Surfaces de révolution. — Une surface 
de révolution autour de Oz a pour équation 


2 = f(yVri+ y); 
on peut donc la représenter paramétriquement par 
GTERrCOSU) Jÿ =rsinw, A) AN ES 


r et w sont les coordonnées polaires de la projection du point 
æ, y, z sur le plan des xy ; la méridienne, dans le plan 30 x, est 


dx? + dy? + dz? = dr?+ 7? dw? + f'?(r) dr?, 


ou 
ds? = dr[i+ f'?(r)]+ r? du?, 


c’est-à-dire 
E=1i+f'?(r), F0; Cr 
Le terme en dr du manque : les courbes 7 = const. (parallèles) 


et les courbes w — const. (méridiens) se coupent donc à angle 


droit. 
2° Sphère. — En coordonnées polaires de l’espace (n° 285), 


une sphère de centre O est définie par o = R; c’est-à-dire qu'on 


a sur la surface 
æ AR SIND COS UN y — RéSinmbismd 3 = Rcosb, 
d'où 
ds?= R° d02+ R?sin20 d?, 
et, par suite, 
ER F0; G = R?sin?0. 

3° Hélicoïdes. — Un hélicoïde est la surface engendrée par 

une courbe du plan des zx, z = f(x), qui tourne autour de Oz, 


en se déplaçant parallèlement à O3 d’une longueur proportion- 
nelle à l’angle dont elle tourne. On peut donc représenter para- 
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métriquement l’hélicoïde par les mêmes équations que la surface 
de révolution, en ajoutant seulement à 3 un terme aw, propor- 
tionnel à l’angle de rotation. Donc, pour l’héhicoïde, 


= COSU, M TISUIO) z=f(r)+ au. 
On en conclut 
ds? = dr? + r?a4w?+[ f"(r) dr + a dw |? 
= dr[i+f'?(r)]+ 2 dr dwa f'(r)+ dw?(a?+ r2?), 
el, par suite, 
E=1+f'2(r), EAU EIE G= a+ 72. 
La surface de vis à filet carré s'obtient en prenant pour 


courbe génératrice, dans le plan 30%, une droite normale à Oz, 
2h 0n done 


HT COS) DAS dur z=h+auw, 


ou, en transportant les axes parallèlement à eux-mêmes au point 
PU NUE, 

NX =7 COS 0, XP, Lau 
d’où 


ds? — dX?2+ dY? + dZ2 — dr?+(r?+ 2) du?. 


Le terme dr dw manque; donc les courbes w = const., qui sont 
les génératrices rectilignes, et les courbes 7 — const., qui sont 
des hélices circulaires, sont orthogonales. 


AÂT. Exemple d'arc. — Considérons sur la sphère la courbe, 
dite {oxodromie, définie par la relation 


() 
ange = À ea, 


où À et & sont des constantes, et cherchons la longueur d’un arc 
quelconque AB de cette courbe ( fig. 100) : soient 0, et d,, 0, et, 
les coordonnées de À et B sur la sphère. 


On a (n° 416, 2°) 
ds? = R?(d0?+ sin?20 d4?). 
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Or, sur la courbe proposée, en différentiant (5), on obtient 


: CR \aeaÿ db = a RE dd, 
: COS? — ; 
d’où 
dû dû 
PRO Re de qu CU 
cs ü — asin0 


so 
24 COS — SIN — 
2 2 


Par suite, 1l vient 


a? 


ds? — R? ave (r+ a) 


Or R, est l’arc de méridien PB; de même RA, est l’are PA; 


on a donc 


arcAB — ne (arcPB — arc PA). 


Expression de l’élément d’aire. 
A8. L’aire du parallélogramme MNPQ (n° 415), compris entre 
les courbes uw, u + du; 6, 6 + de, est égal à 
ds = MN.MQ sin(u,v)=yEG du dv sin(u,v). 


Or on a trouvé 
F 


Vrren 


cos(u, P)— 
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SIn(u, 0) VE 


VEG 
et, pour l'élément d’aire sur la surface, 
ds = du deWEG — F?, 


aux infiniment petits près du troisième ordre. 
Cette formule peut se mettre sous une autre forme. En effet, 
si À, B, C sont les coefficients du plan tangent (n° 408), 


0y 023 03 0y 


pe .….., 


. ou 06 du de 


on a identiquement, par la formule de Lagrange, 


EG— F2— A?+ B2+ C?; 
d’où 


ds = du dvWA?+ B2+ C2, 


S1 la surface est donnée sous la forme :— f(x, y), ona 
A = — p, B =— 9, G=+1, 
d’où 


di = dx dy ÿ: + p?+ g?, 


formule qui peut s'établir directement. Soient en effet x, y, z les 


coordonnées d’un point M de la surface; figurons sur le plan des 
æy les droites X = x, X — x + dx; Y—7y, Y — y + dy: elles 
comprennent le petit rectangle ombré (fig. 101), d’aire dx dy. 
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Soit ds l'aire de la portion de surface, au voisinage de M, qui 
se projette à l’intérieur du rectangle : cette portion de surface 
peut être assimilée à une portion du plan tangent en M, de sorte 
quona 

AH VI AT ICOBN, 


y étant l'angle du plan tangent en M avec le plan des æy. Comme 


I 


— ; on à bien 
Vi+p?+ g? 


COS Yy 


ds = dx dyÿi+ p?+ g?. 
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CHAPITRE V. 


COURBURE DES SURFACES. 


I. — COURBURE DES LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE. 


419. Indicatrice. — Soit la surface 
Ti IC, M); 


prenons pour origine un de ses points, et, pour plan des +y, le 
plan tangent en ce point : la cote z, développée par la formule de 
Maclaurin, suivant les puissances croissantes de x et y, aura une 
expression de la forme 


3 —= = (Mia+2Piay + Niy?)+..., 


les termes non écrits étant d'ordre supérieur à deux en x, y; les 
termes du premier degré manquent au second membre, puisque 
le plan tangent à l’origine est z — 0. 

En disposant convenablement de la direction des axes des x et 
des y, supposés rectangulaires, on peut, sans introduire d’ima- 
ginatres, faire disparaître le terme en x+y, et il reste 


(1) z= > (Ma+Ny)+..… 


Si l’on coupe la surface par un plan 3 —, voisin du plan 
des æy, la section, pour des valeurs très petites de x et y, sera 
sensiblement représentée par l'équation 


(2) k==(Me+Ny); 


elle sera donc semblable à la conique du plan des +y, dont les 
axes toujours réels sont Ox et O y, 


1=(Mz+Ny?), 


conique qu’on désigne par le nom d’iëndicatrice. 
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Si M et N sont de même signe, l’indicatrice est elliptique; 
alors les courbes (2) sont réelles lorsque 2 est du signe de Met 
de N, imaginaires dans le cas contraire; en d’autres termes, les 
plans parallèles au plan tangent coupent la surface, au voisinage 
du point de contact, en des points réels ou non, selon qu’ils sont 
situés de l’un ou de l’autre côté du plan tangent. 

Si M et N sont de signes contraires, l’indicatrice est hyperbo- 
lique; les courbes (2) sont toujours réelles, c’est-à-dire que les 
plans parallèles au plan tangent coupent toujours la surface en 
des points réels, au voisinage du point de contact. 

En d’autres termes, quand l’indicatrice est elliptique, la sur- 
face, au voisinage du point de contact, est située d’un même côté 
de son plan tangent (exemple : eode quand l’indicatrice 
est hyperbolique, la surface traverse son plan tangent (exemple : 
hyperboloïde à une nappe). 

Enfin, si M ou N est nul, l'indicatrice est dite parabolique, el 
le e point O est un point parabolique. 

Étudions maintenant la courbure, au point O, des diverses 
lignes qu’on peut tracer sur la surface à partir de ce point; nous 
commencerons par la courbure des sections normales. 


420. Courbure d’une section normale. — Menons par la nor- 
male Oz (fig. 102) un plan 30 faisant un angle ® avec le plan 


Fig. 102. 


x | 


des zx, et proposons-nous d'évaluer la courbure en © de la sec- 
Lion ainsi déterminée dans la surface. 

Soit M un point voisin de O sur la section, de coordonnées 
dx, dy, Az; menons MP normal au plan des æy. On a, pour la 
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courbure, #, de la section en O (n° 399), 


SLR DEN FR Re Ps 
(arcOM » — Valelir principa € PS 


k = valeur principale 


Or, d’après l'équation (1)de la surface, 
243=Madr+Ndy+...; 


donc, en prenant la valeur principale, 


dx \? ly \ ? 
k=M(=) ENT); 

ds ds 
dy AE . - 
“7 sont évidemment les cosinus des angles que fait, 
avec Oxet Oy, la tangente en O à la section OM), c’est-à- 


dx 
el; COMME ——) 
ds 


dire cos et sin o, il vient finalement 


63 Ë = M cos?o + N sin?o. 


Le rayon de courbure, », est l'inverse de  : 


I 
7 M cos? o + N sin?œ 


4 


(3 bis) p 


Or, le carré du demi-diamètre, dirigé suivant O. de l’indica- 
6 1 o ; 
trice Ma? + Ny?—1, est précisément 1:(M cos?o-- Nsin?o); 
donc : 


TaéorëmuEe. — Le rayon de courbure en O, d’une section 
normale, est égal au carré du demi-diamètre de l’indicatrice, 
dirigé suivant la trace de la section sur le plan tangent en ©. 


421. Rayons et centres de courbure principaux. — En vertu 
de ce théorème, le rayon de courbure d’une section normale 
est maximum où minimum quand Ja trace de la section est un 


ne: : PRES T 
des axes de l’indicatrice, c’est-à-dire quand & — 0 ou © — = Les 
deux valeurs correspondantes du rayon de courbure, à savoir 


I il 
me 2 


CON AYOLz : 
—» —) —— sont les cosinus directeurs des angles que fait la tan- 
ASNITSIO CS 


gente en un point d’une courbe gauche avec les trois axes. 


(E)2Car 
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se nomment rayons de courbure principaux de la surface au 
point O. Ils sont de même signe ou de signes contraires selon 
que l’indicatrice est elliptique ou hyperbolique. Si lindicatrice 
est une hyperbole équilatère, M — — N; les rayons de courbure 
principaux sont égaux el de signe contraire, et réciproquement. 

Si l’indicatrice est parabolique (c’est-à-dire en un point para- 
bolique), M ou N est nul; un des rayons de courbure principaux 
est donc infini, et réciproquement. 

Les centres de courbure principaux sont les centres de cour- 
bure des sections normales menées par les axes de l’indicatrice; 
ils sont donc sur la normale Oz, à des distances de son pied, O, 
égales à p4 et à po. 


4929. Définitions. — On nomme : 


1° Directions principales au point O, celles, toujours 
réelles (n° 419), des axes de l’indicatrice; 

2° Directions asymptotiques, celles des asymptotes, réelles 
ou imaginaires, de l’indicatrice. Leur équation est Mx? + Ny?=o 
dans le plan des æy; elles sont également inclinées sur les direc- 
Lions principales. 

Si © est l’angle d’une direction asymptotique avec Ox, on a 
M cos?@ + Nsin?o — 0; par suite, en vertu de (3) ou de (3 bxs), 
les sections normales menées par les asymptotes de l’indicatrice 
ont, au point O, leur rayon de courbure infini, et réciproque- 
ment. 

Les asymptotes de l’indicatrice au point O sont les deux tan- 
gentes, en ce point, à la section de la surface par son plan tan- 


. , . I G f 0] 
gent; car cette section a pour équation 0 — = (Me +Ny?)+..…. 


On en conclut que chacune de ces droites coupe la surface en 
trois points confondus avec O. 

3° Plans principaux, les deux plans normaux à la surface qui 
passent par les axes de l’indicatrice ; ils sont rectangulaires. 


423. Remarques. — La normale à la surface 


À = = (Ma? + Ny2) +... 
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en un point æ, y, 3 Voisin de O, à pour équations 


X — x 4 Y — y 23 
MER MONNAIE 


Pour qu’elle rencontre la normale en O, c’est-à-dire l'axe 


z,i er à 
des z, 1l faut que Main SR Al 
æyY(M—N)+...—=0, 


les termes non écrits étant d’ordre supérieur au terme conservé. 
S1 donc MZN, c’est-à-dire si l’indicatrice n’est pas un cercle, on 
aura à la limite x — o ou y — 0 ; en d’autres termes : 


Pour que la normale à la surface en un point O,, infini- 
ment voisin de O, rencontre la normale en O, il faut et il suffit 
que la direction OO, ait pour limite une des directions prin- 
cipales au point O. 


Si la direction OO, est æ—0, on trouve, pour le 3 du point de 
Li 


N° de 


rencontre de la normale en O, et de l’axe des 3, la valeur 


1) 
M = donc . 


même, pour la direction y = o, on aurait 
Les deux points où la normale à la surface en O est coupée 
par une normale infiniment voisine sont les deux centres de 


courbure principaux. 


Sous une autre forme : 


Les normales à une surface forment une congruence; les 
deux points focaux situés sur chaque normale sont les centres 
de courbure principaux de la surface pour le pied de la nor- 
male; enfin, d’après ce qui précède et le n° 369, les deux plans 
focaux sont les deux plans principaux de la surface au méme 
point. 


424. Courbure d’une ligne quelconque. — Prenons maintenant 
une surface représentée paramétriquement par les relations 
(4) æ = x(u,®), J =J(u,v), 3 —=23(u,9); 


et soient w, 9 les paramètres d’un point quelconque M(x, y, =) 
de la surface. 
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Considérons sur la surface une courbe quelconque MM! passant 
par M (Jig. 103); pour évaluer sa courbure X, en M, menons 
de M’, infiniment voisin de M sur la courbe, une normale M'P au 


Fig. 103. 


plan tangent à la surface en M, et une perpendiculaire M'Q sur la 
tangente à la courbe en M. 


On a (n° 399) 


k = lim MER 
MM 
D'ailleurs, 
MSP 
MO, 
r Q ie 


cosQM'P 
ce qui donne 


À (p 
k = limo2 : 


-2 ie u 
MM cosQM'P 


Si l'on désigne par u + du, ve + dv les paramètres du point M, 
la valeur principale de 2M'P est (n° 409) 


R du?+ 28 du dv + T dv?; 
celle de MM’ est (n° 412) 
E du?+ 2F du do + G dv?; 


E, F, G, R, S, T étant des fonctions connues de uw, ?, dont les 
expressions ont été données aux n% 409 et 412. Quant à 
l'angle QM'P, c'est celui du plan MQM' avec la normale MN à 
la surface en M; à la limite, le plan MQM, qui passe par la tan- 
gente MQ à la courbe MM et par le point voisin M’, devient le 
plan osculateur en M à cette courbe (n° 386); si donc 0 est l'angle 
que fait, avec la normale en M, le plan osculateur de la courbe 
considérée au même point M, on a, pour la courbure de la courbe 
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Rai 3 Si dede 


5 k — ns 
G) E du?2+ 2F du de + G dv? cosû 


formule très importante dont on va déduire de nombreuses con- 


séquences. 


425. On voit d’abord que, en un point w, v, & ne dépend 


do ; : F ; MA 
que de D? c’est-à-dire de la direction de la tangente en M à la 


courbe considérée, et de 0, c’est-à-dire du plan osculateur en M. 
Donc : 


TaéorEue |. — La courbure en un point M d’une ligne tracée 
sur une surface est la même que celle de toute autre courbe 
de la surface, ayant en M méme tangente et même plan oscu- 
lateur que la première. 


En particulier : 


La courbure en un point M d’une ligne tracée sur une sur- 
face est la même que celle de la section déterminée dans la 
surface par le plan osculateur de la ligne au point M. 


Ce théorème ramène l'étude de la courbure des lignes tracées 
sur la surface à l’étude de la courbure des sections planes. 


426. Courbure d’une section plane. — Considérons deux sec- 


K A / A do 
tions planes passant par la même tangente en M à la surface: 7e 


est le même au point M pour les deux. courbes sections. Soit 
l'angle que fait le plan de la première seclion avec la normale à 
la surface en M; on a, pour la courbure de cette section en M, 


” R du LOS do ET do "7 
7 E du?+02F du dv + G de? cos0 


k 


Supposons que la seconde section contienne la normale en M: 
l'angle 0 correspondant est nul, et la courbure de la section en M 
est 
(6) Fee ae du Hire 

E du2+ 2F du dv + G dv? 
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ko = k cos; 
L] RUN AR 4 x / ” x = L Ad . e = 
c’est le 7'héorème de Meusnier, qui s’énonce ainsi : 


Taéonëme If. — Le rayon (ou le centre) de courbure, au 
point M, d’une section plane quelconque passant par M est la 
projection du rayon (ou du centre) de courbure de la section 
normale menée par la même tangente. 


Cette proposition ramène l’étude de la courbure des sections 
planes à celle de la courbure des sections normales, faite direc- 
tement au n° 420. 


427. Autres conséquences. — La formule (6), qui donne la 
courbure d’une section normale, va maintenant nous permettre de 
déterminer, en un point quelconque de la surface (4), les rayons 
de courbure principaux, les directions principales et asympto- 
tiques, les points paraboliques, etc. Écrivons cette équalion en 
faisant apparaître le rayon de courbure p, au lieu de la courbure #, 
qui est son inverse : 


" E du?+2F du de + G de? 
(7) PNR duo S du dy dei 


ce qu'on peut écrire aussi : 
(8) (E — oR)du?+2(F— 0S)du de+(G—9T) de? = 0. 

Cette formule, (5) ou (8), donne le rayon de courbure, au 
point (u, »), de la section normale menée par la tangente dont la 


LZ . LA l 
direction est définie par le rapport EPA (n° 411). 
du 


Rayons de courbure principaux. — On les obtiendra, d’après 
le n° 421, en cherchant le maximum et le minimum de 5 quand 
du . : \ ; AT. 

JT Varie; ces valeurs se trouvent, d’après une méthode élémen- 
taire connue, en exprimant que l’équation (8), considérée comme 


, . ; du : ; A: 
équation du second degré en > à ses racines égales. On a ainsi 


(9) (PPS RER R RS TE 
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équation du second degré en p, fournissant les valeurs des rayons 
de courbure principaux cherchés, au point d'arguments w et 0. 


; à ne du à 
Directions principales. — Les valeurs de 7 ui correspondent 


aux directions principales sont celles pour lesquelles p est maxi- 


mum ou minimum; donc, en vertu de ce qui précède, quand 
du 
dv 


à une direction principale - elle satisfait aux deux équations qu'on 


l'équation (8), en — , a une racine double, cette racine correspond 


obtient en dérivant (8) par rapport à du et à dv, ce qui donne 
(10) (E —pR)du +(F —0p8) dv = 0, 
(11) (FE LS)du E(G—=pT)de— 0 


| 


? 
et, en éliminant o, 


Hdi 40 ir RuUuEES de 
Fdu+Gdve Sdu-T dv 
c’est-à-dire 
E F G 
(ro R S SIE=t0 


dv? — du dv du? 


; . ; du É 
Telle est l'équation qui donne les deux valeurs de T5 ui cor- 


respondent aux directions principales; on peut y remplacer R,S,T 
par leurs valeurs proportionnelles (n° 409). De même, il suffirait 
de connaître les valeurs proportionnelles de E, F, G. 


Directions asy mptotiques. — Les sections normales menées 
par les asymptotes de l’indicatrice en M ont, en ce point, leur 
rayon de courbure infini (n° 422) et réciproquement. 

On obtiendra donc les directions asymptotiques en écrivant 
que l'équation (3) donne, pour p, une valeur infinie, d’où : 


(13) R du? + 2$ du do + T dv? = 0. 


Ici encore on peut substituer à R, S, T leurs valeurs propor- 
tionnelles. 


Points paraboliques. — Ge sont les points où l’un des rayons 
de courbure principaux est infini (n° 421); l'équation (9) en o aura 
1 28 
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donc, pour un de ces points, une racine infinie, d’où 


(14) S2— RT = 0. 


C'est là une relation entre w et », qui définit sur la surface une 
ligne, dite ligne parabolique, dont tous les points sont para- 
5 ) © ? P 


boliques. 


Ombilics. — On nomme ombilic tout point où l’indicatrice 
est un cercle : Les directions principales (axes de l’indicatrice) sont 
alors indéterminées, c’est-à-dire que, dans l’équation (r2), les 
coefficients de du?, du dv, dv? sont nuls, ce qui donne 

L E F G 
(9) TS ET 


On a ainsi deux équations entre wetv, qui déterminent, sur la 
surface, un nombre limité de points, lesquels sont les ombilics. 


428. Si la surface est donnée sous la forme z — f(x, y), on 
supposera, pour appliquer les formules ci-dessus, u = x, v = y; 


d’où, puisque À = — p, B— — 9, C—:, 
UE 22y 0?3 023 


2 2 — ÉRERR pote a Pie — _— pr 
VAFROA TORRENT 0æ? éè 
ee ———- (6 JR y 93 023 
2 2 — FEES ER et NE, — 
Vi+p +240 nr ns dx 0y de 
VOD ETAT: AR PAPER Mise ae to 1: 


et l’on a trouvé (n° 414) 


E =:+p?, 7 G=1+ 92. 


L’équation (9), aux rayons de courbure principaux, devient 


ainsi : 
: ps EURE STE pr 
| (a ee) (+7 Rare 


| AO — 0 
Vi+p?+q° 


L’équation (12), aux directions principales, devient : 


(9 bus) 


I+ p? Pg 1 qg? 
(12 bis) 7 S t +10: 
dy? — dx dy dx? 


CHAPITRE V. — COURBURE DES SURFACES. 435 
L’équation (13), aux directions asymptotiques, devient : 
(13 Dis) r dx?+ 25 dx dy + tdy?= 0. 
Les points paraboliques sont donnés par : 
(14 dis) S2— rt 0; 


et les ombilics par : 


(15 bis) 


II. — LIGNES DE COURBURE, LIGNES ASYMPTOTIQUES. 


429. Lignes de courbure. — On nomme lignes de courbure 
sur une surface les lignes qui, en chacun de leurs points, sont 
tangentes à une des directions principales en ce point. 

Les directions principales de la surface proposée, au point w, +, 


, 


sont définies par l’équation (12), qui est de la forme 
(12) a(u,v)du?+2b(u,e) du de + c(u,ev) dv?— 0, 


a, b,c étant des fonctions connues de wet de v; une ligne p—(u), 
tracée sur la surface, sera donc une ligne de courbure si la valeur 


d x : : 
_ — 2/(u), qui correspond à la direction de sa tangente (n° 411), 


vérifie l'équation (12) en tous les points de la ligne, c’est-à-dire 
si l’on a, quel que soit u, 


alu, o(u)| + 20[u, o(u)]o (u) + c[u, p(u)] #'2(u) = 0. 


N 


Le problème est donc ramené à trouver une fonction, o(u), 
vérifiant cette relation, qui est une équation différentielle du 
premier ordre. 

La recherche de la fonction e{(u), c’est-à-dire des lignes de 
courbure, revient donc à l'intégration de l'équation différentielle, 
où nous récrivons p à la place de o(u), 


a(u,v)+—2b(u,pv) e + c(u, 9) (2) = 0, 
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c'est-à-dire, d’après (12), 
E Pre 
R D HET 


dv \? do 
du du 
où E, F, G,R, S, T sont des fonctions données de u, 6. 
On établira, dans le Cours de seconde année, que la solution 


sénérale, e, d’une équation différentielle du premier ordre ren- 
ferme une constante arbitraire, c’est-à-dire que l’on a 


— O, 


p—op(u;, 0): 


La fonction ÿ étant trouvée par un procédé d'intégration quel- 
conque, les lignes de courbure s’obtiendront en remplaçant 6 par 
sa valeur en # dans les équations qui définissent paramétrique- 
ment la surface (4); une quelconque de ces lignes sera donc 


donnée paramétriquement par 
Tin m HO CA TRIrESSSE HE 


En faisant varier C, on aura ainsi une infinité simple de lignes 
de courbure. 

Comme il ya en chaque point deux directions principales tou- 
jours réelles, il y aura deux lignes de courbures réelles passant par 
tout point de la surface. En d’autres termes, les lignes de cour- 
bure forment deux séries réelles, et, de plus, les courbes d’une 
série coupent à angle droit toutes les courbes de l’autre, puisque 
les directions principales en un point sont rectangulaires. 


430. Lignes asymptotiques. — On nomme asymptotiques les 
lignes tracées sur une surface et qui touchent, en chacun de leurs 
points, une des directions asymptotiques en ce point. On les 
trouvera, en vertu du raisonnement fait pour les lignes de cour- 
bure, en intégrant l’équation (13) aux directions asymptotiques, 


do do \? 
RH T(TE) — O, 


où R, S, T sont des fonctions connues de w et ». 
Il y a évidemment deux lignes asymptotiques passant par chaque 
point de la surface, c’est-à-dire que ces lignes forment deux séries ; 
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mais les lignes asymptotiques passant par un point ne sont pas 
nécessairement réelles : elles sont réelles s1 l’indicatrice en ce 
point est hyperbolique; imaginaires si l’indicatrice est elliptique. 
Par exemple, sur une surface fermée convexe, comme l’ellipsoïde, 
les lignes asymptotiques sont toutes imaginaires. 


Remarque. — D'après cela, on obtient l'équation différen- 
tielle des asymptotiques en annulant la quantité à, valeur princi- 
pale de la distance du point (u+ du, ve + dv) de la surface au 
plan tangent en (w, #); or, nous avons vu (n° 410) que à garde, à 
un facteur près, la même forme quels que soient les angles des 
axes; donc, en coordonnées cartésiennes, rectangulaires ou 
obliques, l'équation différentielle des lignes asymptotiques est 
toujours 


4 2% CR 02z 
o = dur (A TE + B du +07) 


LE \ 2x 
Pees Le 2 muse 
+ 2 du dv (a een st) + do (a TANUE = 
431. Autre définition des lignes de courbure. — D'après le 


n° 423, si O et O, sont deux points infiniment voisins sur une 
ligne de courbure, les normales à la surface en ces deux points se 
rencontrent (aux infiniment petits près d’ordre supérieur à OO). 
Il en résulte (n° 365) que les normales à une surface le long d’une 
ligne de courbure enveloppent une courbe, c’est-à-dire forment 
une surface développable. On peut le vérifier en cherchant à 
déterminer directement les lignes qui possèdent cette propriété. 
La surface étant 3 — f(x, y), la normale au point x, y, 3 est 
X—x—+p(l—3z)=0, Y—y+q(Z—z)=o. 


Supposons maintenant que le point x, y, z décrive une courbe 
sur la surface; y et 3 sont des fonctions de x, seule variable indé- 
pendante, et la condition pour que les normales considérées 
admettent une enveloppe est, d’après la formule (10) du n° 366, 


dp d Pa d : 
DE RUE es 2 (& TPS), 


ou, après développement et réductions, 


dp{dy . ds\_dg{.. ds 
az \dx Tax ot Ë 
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et, puisque 


(DÉS dy HT dy LEE dy 

Pr EP FA 2 SU M/S. 
il vient 

HN AYNANEEE : à dy , dy 
(res) [To + ge po] = (+) (ere ra D) 


On retrouve ainsi l’équation différentielle (12 bés) des lignes de 
courbure, ce qui établit la proposition. 


432. Autre définition des lignes asymptotiques. — Cherchons 
sur une surface les lignes qui admettent pour plan osculateur, en 
chacun de leurs points, le plan tangent à la surface en ce point. 

Soient w,velt u + du, e + dv les paramètres de deux points 
voisins, M et M’, sur une telle ligne : pour que le plan tangent 
en M soit osculateur à la courbe, 1l faut et il suffit, d’après la 
théorie du contact, que la distance de Mà ce plan soit du troisième 
ordre par rapport à MM’. Or, la distance de M’ au plan tangent 
en M a pour expression (n° 409) 


= (R du? + 25 du de + T dv?) +..., 


les termes non écrits étant d'ordre trois au moins en du et dv; 
pour qu'elle soit du troisième ordre, il est nécessaire et suffisant 
que les termes d’ordre deux disparaissent, c’est-à-dire que du 
et de soient liés par l'équation 


R du?+ 28 du de T dv? — 0, 


qui est l’équation aux directions asymptotiques. En d’autres 
termes, les courbes cherchées ont pour direction de tangente, en 
chacun de leurs points, une des directions asymptotiques en ce 
point; elles coïncident donc avec les lignes asymptotiques. 


Exemples. 


433. Hélicoïdes. — Un hélicoïde d’axe O3 est défini paramé- 
triquement (n° 416) par 


(16) LT O y =rsinw, 2=f(r) + aw, 
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r et w étant les paramètres désignés par « et p. On en conclut 
À = — — — <— ——rf'(r)cosw +asine, 


SE SON ANR TR = — rf'(r)sinw— a cosw, 


C — see dense rehele li aichete NP 


D'ailleurs on a (n° 416) 


Era (r), TM G= rar, 


et 
dx y 023 
2-b2 CI RE es Je 
R VA B C A Te + B De C LEA TRUE), 
RE, ee Paie 0? x 
2 B?2 A À ne le de de — — 
S YA2+B2+0 re a, 
a dx 
T VA? + B2+ STE PTS RTS de ri (Tr) 


L'équation différentielle des lignes asymptotiques est donc 
(17) rf'(r) dr? — 2a dr dw + r?f'(r) du? = 0; 
d’où l’on tire 


dr __a+ya—rf(r)f"(r) 
do — rf"(r) 


On peut réunir dans un membre les termes en 7, dans l’autre 
membre les termes en w, en écrivant (séparation des variables) : 


HE | A VALA 
a+yai—r3f'(r)f"(r) 


d’où, en intégrant les deux membres, 


f BAUUT TT. EEE w + const. 
ae Va TEA ICT) Le CT) 


On trouvera donc l’équation des asymptotiques en effectuant une 
quadrature; le signe + donnera les deux séries de ces lignes. 
Par exemple, pour la surface de vis à, filet carré, f(r) est 
nul (n° 416), et les asymptotiques sont données par léqua- 


HO MOUSE er RE E0 [Liréste 


HAUT 0: 
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d’où les deux solutions 
r — const., ce qui donne des hélices circulaires (n° 407, 2°); 
w — const., ce qui donne les génératrices rectilignes. 
Les lignes de courbure de l’héhicoïde général (16) sont don- 
nées par l'équation 
1+ f?(r) af'(r). r'+a2 
TJ UT). — 4 (TEE 
HEURE Tr 770 RCE PER 
Elle est de la forme 


M dr? 2N dr dw + P dw? = 0, 


; : = 3 dr 
M, N, P étant foncuions de r seul. On en tirera donc, pour PTE 


deux valeurs 


dr dr 
AE TAUPE Fred AN 
d’où 
dr dr 
—_— du, — : 
g1(7) E2a(r) 


et les lignes de courbure des deux séries seront données par les 
équations 


dr dr 
— w + Const., = W + const. 
o1(r) œa(r) 


On a ainsi des relations entre r etw, qui, à cause de la signifi- 


cation géométrique de r et de w, représentent les équations des 
projections des lignes de courbure sur le plan des æy, en coor- 
données polaires. 
Pour la surface de vis à filet carré, l'équation. des lignes de 
courburetest en us RE EC 
1 O ANT 
0140 en : 0 ; 


dw? — dr dw dr? 
ou 
TAUTE" 42) dw?, 


ce qui s'écrit, en séparant les variables, 


dr 


2 à Po du. 
Vr?+ a? 
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et, en intégrant, 
log(r + ÿr2+ a?) = + w + log c, 
r+yri+a= ce*v; 
d’où, par un calcul facile, 


a2 
DIN=NCC ET TE. 
C 


434. Surfaces de révolution. — Il suffit de faire «a — o dans les 
formules précédentes pour qu’elles s'appliquent à la surface de 
révolution autour de Oz : 


DT COUT EVENT ETC) RENAUD 


L’équation différentielle des {ignes de courbure est donc 


1+f'2(r) 0 r? | 
r f'(r) Our (rie 
du? — dr du dr? | 


ou 


rdr do f'(r){r+ fr) — r fr) = 0. 


En général, le coefficient de dr dw n'est pas nul; lPéquation 
différentielle se réduit donc à dr dw — 0; ce qui donne, pour les 
lignes de courbure, les méridiens (w — const.) et les parallèles 
(r— const.). Ce résultat est géométriquement évident, car les 
normales à une surface de révolution le long d’un méridien ou 
d’un parallèle engendrent une surface développable, plan ou cône. 

Si le coefficient de dr dw était nul, l'équation différentielle des 
lignes de courbure serait indéterminée, c’est-à-dire que toutes les 
directions seraient principales autour d’un point quelconque : une 
ligne quelconque tracée sur la surface serait alors ligne de cour- 
bure. En ce cas, la fonction f(r) vérifie l’équation 


IMC DIET MCE 
qui s'écrit, en séparant f et 7, 


RAR. … TUE Ads) 
para (Ft ) 


Le premier membre est la dérivée de logr, le dernier est celle 
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deno Ar) — = log[i + f?(r)]; on a donc 


logr = log f'(r)—logyi+f'?(r) + loge, 
c’est-à-dire 
ire 
Vi a(r) 


r 


VAE 


et, en remontant encore aux primitives, on trouve 


f(r)=— Ve ri— 0c!. 


La méridienne, dans le plan 30 x, est : = f(x); elle a donc 
pour équation 
3+ye—2+c=o, 
c’est-à-dire 
æ?+ 32+9c'3+c?— C2—=0; 


c'est un cercle ayant son centre sur Oz. La surface est une 
sphère. 

Il est évident, a priori, que les lignes de courbure de la sphère 
sont indéterminées, car toutes les normales concourent au centre, 
de sorte que toutes les directions autour d’un point sont des 
directions principales (n° 423). 


Les lignes de courbure du plan sont également indéterminées. 


435. Surfaces réglées. — Une droite située sur une surface est 
nécessairement une ligne asymptotique de cette surface : car le 
plan tangent en un quelconque M des points de la droite contient 
celle-ci, qui est, dès lors, une des tangentes, en M, à la courbe 
d’intersection du plan et de la surface (n° 422, 2°). 

Donc, sur une surface réglée, une des deux séries de lignes 
asymptotiques est formée par les génératrices rectilignes. 

Sur les quadriques, les deux systèmes de génératrices recti- 
lignes donnent les deux séries d’asymptotiques. 


436. Surfaces développables. — Sur une surface développable, 
tous les points sont paraboliques, car l'équation 


(14 bis) TES? 0, 


qui donne ces points (n° 498), est vérifiée en tous les points de la 
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surface (n° 127); il en résulte qu’en chaque point les deux direc- 
tions asymptotiques coïncident, c’est-à-dire qu'il n’y à qu’une 
série de lignes asymptotiques. La surface étant réglée, ces lignes 
sont les génératrices rectilignes. 

Les génératrices rectilignes forment également une des séries 
de lignes de courbure. Car les directions asymptotiques en un 
point d’une surface sont également inclinées sur les directions 
principales, el, par suite, si elles coïncident entre elles, elles 
coïncident aussi avec une des directions principales : donc, en 
tout point d’une surface développable, une des directions prinei- 
pales est celle de l’asymptotique qui passe par ce point, c’est- 
à-dire celle de la génératrice. 

Les lignes de courbure du second système sont les trajectoires 
orthogonales des génératrices. 


III. — THÉORÈMES SUR LES LIGNES DE COURBURE 
ET ASYMPTOTIQUES. 


T'héorème de Joachimstahl. 


437. Siune ligne de courbure d’une surface est plane, son 
plan coupe la surface sous un angle constant, et réciproque- 
ment. 


Soit 3 — f(x, y) la surface donnée; prenons le plan de la 
ligne considérée pour plan des æ3 : l’équation (12 bis) des lignes 
de courbure, à savoir 


Do Pg 1+ g° 


7 S A 
(1) —à30; 
a) LT OER 
Ke Vas dx 
d Str +2 if , I Lt d ‘Er dy ee : 
evra elre verli 16€, que que SOI T , pour ÿY —= O, pe === O, ce qui 


donne 


(2) s(æ, o)[r=+ p°(æ)0)] — r(x, o)p(r.o)g(x;\o)=0. 
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On peut écrire, en posant pour abréger r(x, o)—r4(x), ..., 


So(æ) _ po(æ) ro(æ) 


3) Ca Dry RATES AQU 
\ Gi(æ) — 1+pit@) 
»_ 0q 
D'ailleurs, comme s — -<:ona 
0x 
d 
NPA _… 
et de même 
| d 
ro(T) = _— 


on voit ainsi que le premier membre de (3) est la dérivée de 


loggs(x); le second la dérivée de : log[i+ pi(x)]; on a donc, 


en remontant aux primitives, 
(4) cgo(æ) = Vi+ pè(æ), 


c étant une constante arbitraire. Cette formule démontre le 
théorème, car, en un point (x, o, 3) du plan des æz, le plan tan- 
gent à la surface a pour coefficients p(x, o), g(x, 0) et —1, 
c’est-à-dire pos(æ), go(æ) et — 1; l’angle V qu'il fait avec le plan 
des +3 est donc donné par 


qo(x) 2 go(æ) “ I 
Vrita)+gitæ)+tt Vait@)a+re) yi+e 


y 


(5): "coûVe 


en tenant compte de (4) : l’angle V est donc constant. 
Réciproquement, si le plan des æ3 coupe la surface sous un 
angle constant, on en déduit la relation (4); puis, en la dérivant 
logarithmiquement en x, les relations (3) et (2), ce qui montre 
que l’équation (1) des lignes de courbure est satisfaite pour y —0, 


d : : 

— 0; la section par le plan des +3 est donc une ligne de 
V4 

courbure (!). CRO RER: 


(!) Plus généralement, d’après Joachimstahl, si deux surfaces S et Z ad- 
mettent une même ligne de courbure, GC, elles se coupent, le long de cette 
ligne, sous un angle constant. En effet, les normales à S le long de G forment 
une développable, c'est-à-dire touchent une courbe, qui est dès lors une déve- 
loppée de C; de même les normales à Z le long de C touchent une autre déve- 
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438. Corollaire I. — Considérons une surface È, enveloppe 
d’une infinité sémple de sphères; elle est touchée par une quel- 
conque de ces sphères suivant un cercle (n° 362), les plans tan- 
gents le long de ce cercle (qui sont ceux de la sphère) font un 
angle constant avec le plan de la circonférence, et par suite, 
d’après le théorème précédent, celle-ci est une ligne de courbure 
de la surface. Ainsi : 


Sur une surface enveloppe de sphères, une des deux séries 
de lignes de courbure est formée par les cercles suivant 
lesquels la surface touche les sphères enveloppées. 


Les lignes de courbure de l’autre série sont les trajectoires 
orthogonales de ces cercles. 


439. Corollaire II. — Réciproquement, si une série de lignes 
de courbure se compose de cercles, le plan de chacun d’eux coupe 
la surface sous un angle constant, c’est-à-dire qu'il existe une 
sphère tangente à la surface tout le long du cercle. La surface pro- 
posée est donc une enveloppe de sphères; ainsi : 


Sr les lignes de courbure d’une série sont des cercles, la 
surface est l’enveloppe d’une famille de sphères dont chacune 
la touche suivant un de ces cercles. 


440. Problème. — Trouver une surface dont toutes les 
lignes de courbure soient des cercles. — En vertu de ce qui 
précède, cette surface sera l’enveloppe de deux familles différentes 
de sphères, simplement infinie chacune. Je dis que chaque sphère 
d’une famille touche chaque sphère de l’autre famille. Soit, en 


loppée de C : donc, en vertu du n° 406, les normales à S et à Z en un même 
point de C se coupent sous un angle constant. 

Reéciproquement, on établit de même que, st deux surfaces se coupent sous 
un angle constant le long d’une ligne de courbure de l’une, cette intersection 
est une ligne de courbure de l’autre. 

Sur un plan ou sur une sphère, toute courbe est une ligne de courbure, et 
par là se trouve établi, non seulement le, théorème du texte, mais le théorème 
analogue, où l’on substitue la sphère au plan. 
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effet, M (fig. 104) un point quelconque de la surface; figurons 
les deux lignes de courbure circulaires qui s’y croisent; les 
sphères, appartenant à deux familles différentes, qui touchent la 
surface le long de ces deux cercles, se touchent dès lors en M, ce 
qui établit la proposition. 

La surface inconnue ne peut donc être que l’enveloppe des 


Fig. 104. 


sphères, en nombre simplement infini, qui touchent trois sphères 
fixes, c'est-à-dire la cyclide de Dupin rencontrée au n° 112. 

Réciproquement on a vu (n° 112) que cette cyclide est bien 
l'enveloppe de deux familles de sphères, simplement infinie cha- 
cune : la surface à lignes de courbure circulaires dans les deux 
systèmes est donc la cyclide de Dupin. 

On peut montrer, avec M. Mannheim, qu'elle est la transformée, 
par rayons vecteurs réciproques, d’un tore. 

Soient, en elfet, Z,, 2, Z, les trois sphères fixes; dans le plan 
qui contient leurs centres on peut tracer un cercle qui les coupe 
orthogonalement, car 1l y a toujours un cercle orthogonal à trois 
cercles d’un plan. Si l’on fait une transformation par rayons vec- 
teurs réciproques en prenant le pôle sur ce cercle, le cercle devient 
une droite, À, orthogonale aux sphères XZ°, X,, X,, transformées 
des trois sphères primitives : les sphères X°, X,, X, ont donc leurs 
centres en ligne droite sur A. | 

Toutes les sphères qui touchent X', X,, ZX’ s’obtiennent évidem- 
ment en faisant tourner une (ou plusieurs) d’entre elles autour de 
la ligne des centres A; et leur enveloppe est un tore (ou, mieux, 
plusieurs tores). Donc : 


La cyclide de Dupin est la transformée d’un tore par 
rayons vecteurs réciproques. 
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Théorème de Lire. 


AA. Lemme I. — Soit une transformation de contact : 
NT Se, 0; 9j =" 0, Ve VOTE 0: 10): RS RENE TETE 


faisant correspondre, à un point m(x, y, 3) d’une surface s, un 
point M(X, Ÿ, Z) d’une surface S. Si le point m éprouve un dé- 
placement dx, dy, ds sur s, le point M éprouve un déplacement 
correspondant dX, dY, dZ sur S; en d’autres termes, à une di- 
rection de déplacement mm sur s, à partir du point m, cor- 
respond une direction de déplacement MM’ sur S, à partur du 
point M, et l’on a : 

99 Gé 5e 

dX= —dr+—d —(p dx + qd 
0x 7 AT OU PAT if 
00 do 
+ DU de + s dy) + sa (Ada ré dy). 


ONE AL 


Comme les seconds membres ne dépendent que de dx, dy, 
LT Vs Z,P;Q7, 8, t, On Voit que la direction MM' reste la méme 
quand, la direction mm restant fixe, on substitue à la sur- 


face s une autre surface quelconque, ayant avec elle, en m, un 
contact du second ordre (n° 353). 


442. Lemme II. — St deux surfaces ont entre elles, en un 
point, un contact du second ordre, elles ont en ce point mêmes 
directions principales et asy mptotiques. 


Car les directions en question ne dépendent que des valeurs de 
P; 4, r,s,tau point considéré, en vertu des équations (12 bts) 


et (13 bis) du n° 428. 


443. Théorème de Lie. — Soient deux surfaces, s et S, trans- 
formées l’une de l’autre par la transformation de Lie (n° 110); 
à un point m de s correspond un point M deS : quand m décrit 
une ligne asymptotique des, M décrit une ligne de courbure 


de S. 


Tout revient à établir que, si m se déplace, sur s, dans la 
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direction mm d’une asymptotique, M se déplace, sur S, dans la 
direction MM d’une ligne de courbure. 

Or, soient os une surface particulière quelconque ayant avec s 
un contact du second ordre au point m, et È sa transformée par la 
transformation de Lie; les deux surfaces S et Y ont entre elles, 
en M, un contact du second ordre, puisque les contacts des divers 
ordres sont conservés par la transformation (n° 354). En vertu des 
lemmes I et Il, 1l suffit, pour démontrer le théorème de Lie, 
d'établir que si m se déplace, sur o, dans la direction, mm’, d’une 
ligne asymptotique, M se déplace, sur È, dans la direction, MM’, 
d’une ligne de courbure de 3. 

On peut choisir pour s une surface du second ordre, à deux 
séries de génératrices rectilignes, réelles ou imaginaires : en effet, 
si l'on prend le point m pour origine, avec des plans de coor- 
données convenables, l'équation de la surface s s'écrit (n° 419) 


a = (Ma EN), 


et le paraboloïde elliptique ou hyperbolique 


1 (MAN) 


a un contact du second ordre à l’origine avec s, puisqu'on a, en 


ce point, pour les deux surfaces, 
D'EJEe 0, Et 10, LS: 


Ce paraboloïde étant pris pour 5, la surface È sera (n° 112) une 
cyclide de Dupin, X; lorsque le point m décrit une génératrice 
reculigne de 5, les éléments (m, 5) correspondants sont les élé- 
ments communs à os et à la droite; les éléments transformés (M, Il) 
sont donc communs à X et à une des sphères inscrites (n° 112), 
c'est-à-dire que M décrit le cercle de contact de EX et d’une sphère. 
C’est là ce qu’il s'agissait d'établir, puisque, sur 5, une généra- 
trice rectiligne est ligne asymptotique (n° 435), et que, sur Ÿ, un 
cercle de contact est ligne de courbure (n° 438). 

Les problèmes de la recherche des lignes de courbure et des 
lignes asymptotiques sont ainsi ramenés l’un à l’autre : si l’on sait 
trouver les lignes asymptotiques d’une surface on saura trouver 
les lignes de courbure d’une autre surface, et réciproquement. 
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Théorème de Dupin. 


444. Définition. — Une famille simplement infinie de surfaces 
étant représentée par une équation de la forme f(x, y, 3, À) = 0, 
on peut résoudre cette relation par rapport au paramètre À, ce qui 
donne k 


(1) = F(x,7,3), 


autre forme de l’équation de la famille. | 
Soit une autre famille simplement infinie 


(2) = P(x, 7,2); 


cherchons à quelles conditions une surface (1) quelconque coupera 
à angle droit, tout le long de son intersection avec elle, une sur- 
face (2) quelconque. 

Soit +, y, z un point commun à la surface (1) et à la surface (2), 
la condition d’orthogonalité des plans tangents en ce point est 


3 CN RE 0 QU NRA PERLES 
(3) 0e 0 ty y 050 


équation qui doit être vérifiée pour toutes les valeurs de x, y, z 
qui satisfont à (1) et à (2), et cela quels que soient À et u. En 
d’autres termes, l’équation (3) doit être vérifiée pour toutes les 
valeurs de x, Y; z, À et pe qui satisfont à (1) et (2); c’est-à-dire 
qu’en tirant À et um de (1) et (2), et portant dans (3), on devra 
obtenir une identité en x, y, 3. Mais précisément l’équa- 
tion (3) ne contient ni À, ni u : elle devra donc être une identité 
DEAR EL 
Cela posé, on dit que trois systèmes de surfaces, 


(4) ÀA=F(x,ÿ,2), m= (x, 7,2), v= W(x,7y,2), 


forment un système triple orthogonal, si toute surface de chacune 
des familles coupe partout à angle droit toutes les surfaces des 
deux autres familles. 

D’après ce qui précède, il en sera ainsi si l’on a identiquement, 


H. | 29 
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quels que soient æ, y, 3, 


OF 0% OF 0 OF 0% 


0x 0x dy dy ds 08 
4 or don oo, 
OLOOD LR 0YCOMMNOE OZ 
oY 0F 0 0F 0Y 0F 
0x 0x Op 0y dd 
445. Théorème de Dupin. — Les trois familles de surfaces 


d’un système triple orthogonal se coupent mutuellement sut- 
vant leurs lignes de courbure. 


Pour le démontrer, considérons un point quelconque M, d’une 
surface I de la première famille ; les surfaces IT et III, des deuxième 
et troisième familles, qui passent par M coupent la proposée 1 
suivant deux courbes, qui ont respectivement pour langentes en M 


Fig. 105. 


M 


Pol 2 


T3 


les droites MT, et MT, (fig. 109); tout revient à établir que 
MT, et MT; sont les directions principales de la surface I, au 
point M. 

A cet effet, supposons l’origine de coordonnées transportée 
en M; prenons pour plans des xy, des yz et des zx les plans tan- 
gents en M aux surfaces I, Îl et IT, respectivement : ces trois 
plans sont deux à deux rectangulaires, par hypothèse, et les axes 
des x et des y sont les droites MT, et MT:. 


Après ce changement, soient 
0 — EG 9e) Bo = P(æ,y, 23), vo= (x, y,3) 


les équations des surfaces 1, IT et LIT : les F, ® et W ne sont pas 
les mêmes que précédemment, mais les identités (5) ont toujours 
lieu entre les dérivées partielles de ces nouvelles fonctions. 
Cherchons les directions principales de la surface [, à l’origine, 
et pour cela développons F(x, y, 3)— ko, suivant les puissances 
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croissantes de +, y, 3, par la formule de Maclaurin. Il vient, en 
remarquant que le terme constant est nul, puisque la surface 
F — À, = 0 passe par l’origine, 


Mo: | 0 ANT APTE 02? Jo 


ur () ss Lu 2F L 2F 
4 0% dy /o 2 Ÿ der og 


/ 


Or, à l'origine, 2 et sont nuls, puisque le pl à 
r, à l'origine, pr € ra sont nuls, puisque le plan tangent à la 


À 0F AY 
surface I est Le plan des xy; (5) » au contraire, estZ0, sinon l’ori- 
0 


gine serait un point singulier de la surface [, cas exceptionnel que 
nous écartons. Il reste alors, pour équation de cette surface, en 
n’écrivant que les termes principaux, 


___{0F l(#r) ROAnREr LAS TE 
o=4(" RO da VU" 0x dy /o > 7 dy? PRE 


les termes non écrits étant négligeables, quand x, y, z sont très 


petits, devant l’un ou l’autre des termes écrits. 
Les axes de l’indicatrice à l’origine sont donc, en direction, 
ceux de la conique du plan des xy, 


Ba Am rer) 
0x? 0 4 0x dy n 4 NES 


et l’on aura démontré qu'ils coïncident avec les axes des x et des y 


(directions MT, et MT) s1 l’on prouve que le coefficient du terme 
en æy est nul. 
Tout se réduit donc à établir que 


®F 
0x 0Y 


VE 


DOULT=V 7 "0" 
Faisons appel pour cela aux identités (5), en observant d’abord 
que, d’après le choix des plans de coordonnées, on a 


(6) | dx Te 0y D% 
0% 0% 

(7) dy M © 
ow oY 

ENT UE SARRERR 
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DOUD TI Ÿ == 5 — 10 ML AUS 


si l'on admet que l’origine est un point ordinaire pour les sur- 
faces I, II et III. Cela posé, dérivons la première identité (5) par 
rapport à y, et faisons dans le résultat & = y = 3 — 0; il vient, 
en tenant compte de (6)et (7), 


2F o% 02 90F 
(9) 0x dy 0æ RE 0y 03 03 


= 9; 


pour z=0, Y—0; —10:. 
De même, en dérivant la seconde identité (5) par rapport à z, 
et la troisième par rapport à æ, on obtient 
| 02 dF  d2Y 0 
(2 dy 0e Dr 0€ 107 00 É 


Œw OFF op. 
(12) 0x 0z 0z 0x0y dy 


pou T—YyY—23z—= 0. 
Les trois équations (0), (10) et(11) sont linéaires et homogènes 
en un st ne le déterminant de ces quantités n’est pas 

æoy dy0z 0x 02 
DE 08 
03 0x dy 
dont aucun facteur n’est nul, comme on l’a vu. Donc les trois 
*02F 9  dWY 
0x0y 0y0z 0x0 
l’'évanouissement de la première démontre le théorème. 


nul, car il est égal à (pour œ —y—=;—"%0) produit 


quantités sont nulles pour t=—y—z—0, et 


446. Exemple. — Quadriques homofocales. — Considérons 
les surfaces, dites homo focales, représentées par l'équation 


(12) + + 7 = (a?> b2> c1). 


Par un point de l'espace (&5, Yo; 30) passent trois de ces sur- 
faces ; les valeurs de À correspondantes sont les racines de l’équa- 
tion 


, x? De z2 
13 —— + 0 1 = 0. 
(4 a—X  bi—X  c2— 7) 


CHAPITRE V. — COURBURE DES SURFACES. 453 


Ces trois racines sont réelles, et comprises respectivement entre 
— et c?, c? et b?, b?et a?; il suffit, pour le voir, de substituer à À, 
dans le premier membre de (13), les valeurs — 0, c?— e, c?+e, 
bD— €, b+e, a?— 2. 

_ En d’autres termes, par un point quelconque de l’espace 
passent trois quadriques réelles du système (12); l’une est un 
ellipsoïde, l’autre un hyperboloïde à une nappe, la dernière un 
hyperboloïde à deux nappes. 

On a ainsi trois familles de surfaces représentées par la même 
équation (12), à savoir les ellipsoïdes et les deux espèces d’hyper- 
boloïdes; je dis que ces surfaces forment un système triple 
orthogonal. 

Soient, en effet, 


x? ve 1e 3° Ka 
| RU rome 
(15) ‘rd 
Œne 
= ne ll eteñs si lile elinee Uerele = 
| ap 


deux d’entre elles; les coefficients de leurs plans tangents en un 


54 AE, 4 
NA 


oint commun «x 3 sont : ——— —- 
P JE a?— À  b2—}" c2—} a? —n 


, . LE | 
et 1] faut prouver que l’on a 


D A Ne ee OA “a 
(a?— À\)(a?—pn) (b?2— À})(b2— nu) (c2— X)(c2— nu) 


(15) = 
pour toutes les valeurs de +, y, 3 qui vérifient les deux rela- 
tions (14). Or, en retranchant ces deux relations membre à 
membre, et divisant par À—u, on trouve précisément l’équa- 
tion (15). 

Donc, par le théorème de Dupin : 


Les lignes de courbure d’une quadrique à centre sont ses 
intersections par les quadriques homofocales. 


Ces lignes sont donc algébriques. 


447. Coordonnées elliptiques sur l’ellipsoïde. — Soit l’ellip- 
soïde (E), 
A, du 
(16) ANURDE à pe I—0O, 
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les valeurs de À qui correspondent aux trois surfaces homofocales 
passant par un point æ, y,z de cet ellipsoïde sont les racines de 
l'équation | 
œ? RVÈrS 3? 
RU DE D 
a?— } -p?— Frs ES == CN 
ou 
+ 12224 y2 + 32— a2— b?— c?) 
— À[(b2+ c)xt+(c+ a?)y2+ (a+ b?)32— b2c2— c2a2— a?b?] 
ue b?c2x2+c'a2y?+ a? b?32— a? b? c? — 0. 


Le terme indépendant de À est nul en vertu de (16), d’où la racine 
À = 0, évidente à priori, qui correspond à l’ellipsoïde (E) lui- 
même ; les deux autres valeurs de À vérifient l'équation 

À2+ À(æ2+ y2+ Lie Di = c?) 


—(b2+ c)x—(c+a?)y2—(a+ b2)32+ b'c2+ ca?+ a?b2= 0. 
Désignons-les par w et #; nous avons 


—(u+p)= + y+ 32— a2— b— c?, 


— up =(bt+c)x?+(c+at)y?+(a?+b?)z2— b2c2—0c2a?— a?b?, 


el, en joignant à ces deux équations l'équation (16), nous pouvons 


9 


exprimer linéairement z?, y? et 3? en fonction de u + v et de ww, 
sous la forme 
a?(a?— u)(a?— +) 
(ai 2=1b2)( a er 
CETTE) 
TP ST Cm TS) 
c2(c2— u)(c?—v) 
TRS 


1 


& 


is 


AT 


C'est une expression paramétrique pour les coordonnées d’un 
point quelconque de l’ellipsoïde (E); les équations w = const. 
et 0 — const. représentent les intersections de cet ellipsoïde avec 
des hyperboloïdes homofocaux; ce sont donc les équations des 
lignes de courbure de (E). 

On en déduit, sur l’ellipsoïde, le carré de l’ ARCS d’arc, sous 
la forme 


I u(u—v) 
ls? — ga 72 Z? = FA É 
ds da? + dy? + d AE ee Te 2) Ch TRES du 
I p(op—u) 
——————— © —— — (de, 
F Care) (br r)(e +) 
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ce qui peut s’écrire 


u du? o do? | + 
(a?— u)(b?—u)(c2—u)  (a?—+v)(b?—+v)(c2—+) 


CUIR US F0) | 


Surfaces minima. - 


448. On nomme surfaces minima celles dont les lignes asymp- 
totiques se coupent partout à angle droil, ou, sous une autre 
forme évidemment équivalente, celles qui ont pour indicatrice, en 
chaque point, une hyperbole équilatère. Leur nom se rattache à 
cette propriété que, parmi les surfaces limitées à une courbe 
gauche fermée, celle dont l’aire est minimum est une surface 
minima. 

S1 l’indicatrice est une hyperbole équilatère, les rayons de cour- 
bure principaux sont (n° 421) égaux et de signe contraire : pour 
CC HENMTeMUUNITeSULIACeRT = ET.) y VUU Aie —7z(u #0 
est minima, 1l faudra donc écrire que l’équation (9) du n° 427, 
aux rayons de courbure principaux, manque du terme.en p, c'est- 
à-dire que l’on a 


(18) 2FS — ET — GR = 0, 


quels que soient les deux paramètres u et +. 

Par exemple, pour la surface de vis à filet carré, R et T sont 
nuls, F l’est également; car, dans les valeurs de R, T, F données 
au n°433 pour l’hélicoïde général, on doit faire f(r)—0. La sur- 
face de vis à filet carré est donc une surface minima. 

Si la surface est donnée sous la forme 3=— f(x, y), l'équation (18) 
devient, en remplaçant E, ...,R, ... par leurs valeurs (n° 428), 


(19) (1+ p?)é—92pqs +(i1+ g?)r = 0. 


Le problème de trouver toutes les surfaces minima revient à 
déterminer toutes les fonctions z, de x et y, dont les dérivées 
partielles, premières et secondes, vérifient cette équation : il faut 
done, en d’autres termes, intégrer l’équation différentielle (19); 
Monge l'a fait le premier, et de nombreux résultats ont été 
obtenus depuis sur les surfaces minima. 
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449. Exemple. — Cherchons à déterminer les surfaces minima 
de révolution. Pour la surface de révolution (n° 416) 


TT ICO) Y=TSINe, EE), 


les valeurs de E, F, G sont 1 + f?(r),.0, r?; les valeurs propor- 
tionnelles de R, S, T sont r f"(r), o, r2f'(r) (n° 433 et 434). 


Donc, si la surface est minima, on a, par (18), 
REPAS) NM RME EEE 


équation différentielle d’où il faut tirer la fonction inconnue f(r). 
On peut écrire, en séparant les variables f'etr, 


ile LUN I 
PAT NII Er 
d’où, en décomposant x Far a en éléments simples, 
ER AR On à Rs PE 
f: LH JUNE NOTE 


et, en remontant aux primitives, 


log — lost + f?)=— logr + logc, 
c’est-à-dire 
LEE 
| Vi+fa ? 
On en ure 
| ® 
FA , 
Vr?— c? 


et, en intégrant encore une fois, 
bee clog(r+yr2— c? )+ €. 


La méridienne, dans le plan 30 x, c 'est-à-dire la courbe 2 HI 
est donc 


z = clog(x ME mise Le 


La valeur de la constante c’ n’influe pas sur la forme de la sur- 
face de révolution : car changer c' revient à déplacer la méridienne 
parallèlement à Oz (fig. 106), axe de la surface. On peut donc 
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supposer c' = — clogc, ce qui donne pour la méridienne 
TVR C2? 
RFA Ne V ; 
C 

ou 

m+Var—c= ce; 
on en déduit 

T = — (és st. 6 :) 


Cette courbe est une chaïnette (n° 290, 2°) dont l’axe de 3 est 


Fig. 106. 


la base. Aïnsi {a surface minima de révolution est engendrée 


par une chatnette, tournant autour de sa base. 


Surface dont tous les points sont des ombrilics. 


450. Pour une telle surface, les équations qui donnent les 
ombilics se réduisent à des identités; en supposant la surface 
représentée par z = f(x, 7), on aura donc, par l'équation (15 bis) 


du n° 428, 


x 


LR DT 1 + 9? 
YA FRONETTUE l 


quels que soient x et y. On peut écrire 


PTE LEE: 


ICE DAREET 


Dans la première équation, les deux membres sont les dérivées, 


x I : 5 
par rapport à x, de : log(r + p?) et de logg; donc, en remontant 
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. Lx: . . T . 
aux primitives, el introduisant une constante, log Ÿ, fonction 


de y seul, 
ER 12 


de même on aura, par la seconde équation, 
a q° Fe X p?, 


X et Ÿ étant des fonctions respectivement de x et de y. 
On en ure les valeurs de p et de g: 


Lx NEC … X ÆT : 
PEN EL TR VE 


mais, p et q étant les dérivées paruelles de z par rapport à x et y, 


. . 0 0 \ . S , 
on doit avoir ; = _— c'est-à-dire, comme on le trouve aisément, 
(XV MON ER NRS 
NT RSI 
het VX 
ou 
X' af 


— = —; 
(X +1)? (Y +1) 


ne |0 
“ 


Or, x et y étant deux variables indépendantes, une fonction 
de + ne peut être égale à une fonction de y que si ces deux fonc- 


tions se réduisent à une même constante, —2a. 
On a donc 
X' Se 
— =—24, Tor 3 0 20; 
(X +1}? (Y +)? 


Remontons aux primitives, nous obtenons 
) 


T 
Xe 


, | 
= a(x — To), 7Y 00 El 


Zo et Yo étant des constantes absolues. On üure de là X et Y, et, 
en portant leurs valeurs dans les expressions de p? et de g?, on 
trouve : 
AR ion a?(x — x)? 
c’est-à-dire 
a(T — XL) 


PE 
Vi— ax —20)— ay —70) 
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de même, 
A\ V2 Vo) 
q = ———————_—_ ——  ——_—————  ————"___—_————" —— . 
Vi—a(x— x) — a (y — yo) 


La fonction z, qui a pour dérivées partielles p et g, est ÉIdEnr 
ment, 3, désignant une constante absolue, 


RAP RUE ON UE NN EN 
PE M GET EST NE, 


et cette équation représente une sphère générale. 

La sphère, avec sa variété, le plan, est donc la seule surface 
dont tous les points soient des ombilics, c’est-à-dire dont les lignes 
de courbure soient indéterminées. 


IV. — DÉVELOPPÉE D'UNE SURFACE. 


401. Lignes géodésiques. — On nomme géodésiques les lignes 
tracées sur une surface et dont le plan osculateur en chaque 
point contient la normale à la surface en ce point. On apprendra, 
dans le Cours de seconde année, à former leur équation différen- 
elle, et l’on verra que ces lignes sont en nombre doublement 
infini, c’est-à-dire dépendent de deux paramètres arbitraires. 

Sur la sphère, les grands cercles sont évidemment des géodé- 
siques, et il n’y en a pas d’autres; car, s’il existait une géodésique 
différente, ses plans osculateurs, qui, d’après la définition même, 
doivent passer par le centre O de la sphère, envelopperaient un 
cône, et la géodésique, qui est l’arête de rebroussement de cette 
enveloppe, se réduirait au point O, résultat absurde. 


452. Développée d’une surface. — On a désigné (n° 370) sous 
le nom de développée d’une surface, S, la surface focale de la 
congruence des droites normales à S; chaque normale touche la 
développée Y en deux points qui sont les points focaux et qui 
coïncident (n° 423) avec les centres de courbure principaux 
de S pour le pied M de la normale; les deux plans focaux c’est- 
à-dire les plans tangents de la développée aux deux points focaux, 
sont les plans principaux de S au point M (zbid.). La développée X 
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peut donc être définie aussi comme le lieu des centres de courbure 
principaux ou l’enveloppe des plans principaux de S. 


Les normales menées à S le long d’une ligne de courbure 
forment (n° 431) une surface développable (A); elles touchent 
donc une courbe (), arête de rebroussement de (A). Le point de 
contact avec (y) d’une des normales considérées est (n° 386) le 
point de concours limite de cette normale et de la tangente voisine 
menée à (7), tangente qui est aussi une normale de S; c’est 
donc (n° 369) un des points focaux de la normale proposée, et il 
est dès lors sur X, c’est-à-dire que la courbe (+) est sur la déve- 
loppée. 

En considérant ainsi les deux systèmes de lignes de courbure 
de S, on obtient, sur la développée X, deux systèmes, simplement 
infinis chacun, de courbes (y), que nous désignerons respective- 
ment par (V1) et (Yr); toute tangente à l’une de ces courbes est 
une normale de S; réciproquement, toute normale y de S touche 
une courbe (,) et une courbe (V2), les points de contact €, et C2 
étant les deux centres de courbure principaux de S pour le pied 
de la normale. 

Cela posé, observons que les plans focaux relatifs à la nor- 
male y sont (n° 369) ceux qui passent par y et par chacune des 
deux normales voisines, rencontrant y au second ordre près: ce 
sont donc les plans passant par y et par chacune des deux tan- 
gentes, voisines de y, menées aux courbes (-;) et (Y2) que touche y, 
puisque ces deux tangentes sont des normales de S et coupent y 
au second ordre près (n° 386). En d’autres termes, les deux plans 
focaux relatifs à v sont les plans osculateurs en €, et c> aux 
courbes (y,) et (y:) considérées, et de telle sorte (n° 369) que le. 
plan osculateur à (,) au point c, touche la surface focale Een c», 
et que le plan osculateur à (y,) en c, touche Een c;. 

Or, les deux plans focaux étant rectangulaires, puisque ce sont 
les plans principaux de S pour le pied de la normale », il résulte 
de là que le plan osculateur à la courbe (+,) au point €, est per- 
pendiculaire au plan qui touche X au même point; en d'autres 
Iermes 


Les lignes (y) et (Y:) sont des géodésiques de la déve- 
loppée X. 
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453. Applications. — Ces considérations, et les résultats anté- 
rieurs, permettent de traiter quelques questions intéressantes. 


1° Une surface Ÿ, prise au hasard, n'est pas, à elle seule, 
la développée d’une surface; tandis que le théorème analogue 
est vrai pour les courbes. 

Car les normales à la surface cherchée seraient des droites tou- 
chant X en deux points, c’est-à-dire des bitangentes de 3. Or, les 
bitangentes de £ forment une ou plusieurs congruences distinctes, 
puisqu'elles sont évidemment en nombre doublement infini; pour 
qu’une de ces congruences soit une congruence de normales, il 
faut et il suffit (n° 370) que les deux plans focaux relatifs à 
chaque bitangente de la congruence soient rectangulaires. Sous 
une autre forme, si & et b sont les points de contact d’une des 
bitangentes et de Ÿ, les plans tangents à X en a et b doivent être 
à angle droit; cette condition n’est évidemment pas réalisée pour 
une surface È prise au hasard, ce qui établit la proposition. 


2° Une surface À, prise au hasard, peut étre combinée avec 
une autre surface È' convenablement choisie, de manière que 
l’ensemble des deux surfaces E et £ soit la développée d’une 
surface. 


Prenons, en effet, sur Ÿ, une série simplement infinie quel- 
conque de lignes géodésiques, et considérons l’ensemble de leurs 
tangentes; ces tangentes, en nombre doublement infini, forment 

: L L L2 , 
une congruence de droites, et je dis que c’est une congruence de 
normales, c’est-à-dire (n° 370) que les deux plans focaux relatifs 
à chacune d’elles sont rectangulaires. 

Soit, en effet, c, un point d’une des géodésiques (V1); dési- 
gnons par y la tangente à (y,) en ce point; un des deux plans 
focaux relatifs à y est évidemment le plan tangent à YX en Ci, car 
la surface Ÿ, touchée par toutes les droites y, est une partie de 
leur surface focale. L'autre plan focal, en vertu d’un raisonnement 
fait au numéro précédent, est le plan osculateur à la courbe (y1) 
au point c, : les deux plans focaux sont bien rectangulaires, 
puisque le plan osculateur en c, à la géodésique (y1) est normal 
en ce même point à la surface Y. 

Les tangentes aux géodésiques considérées forment donc bien 
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une congruence de normales; leur surface focale se compose de 
la surface et d’une autre surface Ÿ, ce qui démontre le théorème. 


Exemple. — Prenons pour È une sphère de centre O; une 
série simplement infinie quelconque de grands cercles géodé- 
siques sera découpée sur È par les plans qui enveloppent un cône 
quelconque X’, de sommet O. Les tangentes à ces grands cercles 
touchent toutes le cône X’, qui, dès lors, forme, avec X, la surface 
focale de leur congruence. Donc l’ensemble d'une sphère et d’un 
cône concentriques constitue la développée d’une surface, dont 
les normales sont les tangentes aux grands cercles déterminés 
dans la sphère par les plans qui touchent le cône. 
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CHAPITRE VE 


REPRÉSENTATION DES SURFACES LES UNES SUR LES AUTRES. 


454. Définitions et objet du Chapitre. — On dit qu'une sur- 
face Y est représentée sur une surface X, lorsqu'on a établi entre 
leurs points une correspondance, telle qu’à un point de l’une des 
surfaces correspondent un ou plusieurs points de l’autre : à une 
courbe tracée sur È correspond ainsi une courbe tracée sur £,, et 
réciproquement. 

Il est clair qu’on peut représenter E sur X, d’une infinité de 
manières; par exemple, en faisant correspondre les points des 
deux surfaces situées sur une même parallèle à Oz, etc. Parmi 
les représentations d’une surface sur une autre, les suivantes sont 
particulièrement intéressantes : 


1° La représentation peut conserver les longueurs, c’est- 
à-dire que la longueur d’un arc quelconque tracé sur S est égale à 
celle de l’arc correspondant de X,; on dit alors que les deux sur- 
faces sont applicables l’une sur l’autre; 

2° La représentation peut conserver les angles, c’est-à-dire 
que l’angle de deux courbes tracées sur X est égal à l’angle des 
deux courbes correspondantes de X,; on dit alors que la repré- 
sentation est conforme. Lorsque Y, est un plan, c’est le problème 
des cartes géographiques. 


On va étudier successivement ces deux modes de représen- 
tation. 


I. — SURFACES APPLICABLES L'UNE SUR L'AUTRE. 


455. Soient E et Z, deux surfaces, définies respectivement par 
les équations paramétriques 
(2) æ—æ(u, 4), J = Ju, ?), 32—=2(u,0), 


(Z1) DE EUROS) SAN AU ME À BEz QU Ve): 
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Établir entre leurs points une correspondance, c’est faire cor- 
respondre à un système de valeurs de w, # un système de valeurs 
de u/, sv’; c’est donc poser 


(1) u'=f(u,v), p'= g(u, v), 


fet g étant des fonctions quelconques. 

Cela posé, sur la surface (Z), le carré de l'élément d'arc a pour 
expression (n° 412) : 
(2) ds? = Eu, ») du?+2F(u, v) du de + G(u, e) dv?, 
et sur (2) : 
(3) dsi= Eu, o') du"+2Fi(u', v') du dv + Gi(u!, v') dv”. 

Pour que les deux surfaces soient applicables l’une sur l’autre, 
il est nécessaire que les arcs infiniment petits correspondants 
soient égaux; or, le carré de l'élément ds,, qui correspond sur à, 
à l'élément ds pris sur X, s'obtient en remplaçant, dans (3), 
u! et #’ par leurs valeurs (1) en fonction de w et #, ce qui donne 

2 o 2 
AS? = EU, 7) À du + de + Gi(f, 8) 2 = SEPT 
dp j du 0 
of of 08 08 
+aF(f,#) (du + L de (SE du + SE do), 


ou, en ordonnant par rapport à du et dv, 
ds? = E du? + 2$ du dv + G de?; 


étant posé, pour simplifier, 


Ce = Ei(f, &) (£) +2F(S, &) a SE ou S+G(fe)(SE) à 


|‘ of 0 of 0g of og 
Le: BC 6) + 0) (LE AE LE) + GC s) + 


G= Ep (D) +20 8 À + 8)(E) 


Pour que ds? — ds?, quelle que soit la position de l’arc ds, 1l 
faut que lon ait 


E(u, e)du?+2F(u, ») du do + G(u, ») dv? = € du?+2$ du dv + G dv?, 


quels que soient du, de, u, v; c’est-à-dire qu’on doit avoir rden- 
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tiquement (quels que soient w ete), 
(5) HE CARRE GE 


Ces conditions, nécessaires pour que Y, soit applicable sur X, 
sont suffisantes : car, si elles sont remplies, les arcs infiniment 
pelits correspondants de deux courbes correspondantes sont 
égaux, et 1l en est de même des arcs finis, puisque la relation 
ds, = ds entraîne évidemment s,— s, les deux arcs correspondants 
S, et s étant nuls en même temps. 

Donc enfin, pour reconnaître si X, est applicable sur 5, il faut 
voir si l’on peut déterminer les deux fonctions inconnues 


qui définissent la correspondance, de manière que les relations(5) 
soient satisfaites. Or E, F, G sont des fonctions connues de 
u et pv; €, $, G sont, d’après (4), des fonctions de forme connue 
de f, get de leurs dérivées partielles du premier ordre en 4, + : 
les relations (5) sont donc trois équations différentielles, aux déri- 
vées partielles, par rapport aux deux fonctions cherchées f et 2. 
On a donc une équation de plus qu'il n’y a d’inconnues, c’est- 
à-dire que le problème est généralement impossible, ou que deux 
surfaces prises au hasard ne sont pas applicables l’une sur l’autre. 


Remarque. — Si et Y, sout applicables l’une sur l’autre, on 
aura, d’après cela, pour les définir paramétriquement, 


(5) m=auv), ÿ=y(mv) s—3s(u,0); 
(Gi) c=n(fg)=X(uv), y=Y(uv),, 2=Z(u,r) 


Au point (u, e) de E correspondra, sur X,, le point de mêmes 
arguments w et #, et cette correspondance sera telle qu’on ait : 


ds? — Eu, v)du?+ 2F(u, ») du dv + G(u, +) de?, 
ds? = E(u,v)du?+2F(u, ») du dr + G(u, v) de?, 
c’est-à-dire 


ds? = ds? 
identiquement. 


Réciproquement, si ds?= ds*, les deux surfaces sont appli- 
cables l’une sur l’autre, de telle sorte qu’au point (w, e) sur À 
corresponde le point de mêmes arguments (uw, e) sur Y,. 

H. 30 
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456. Si Y est applicable sur X,, les arcs correspondants sont 
égaux; il en résulte que les angles sont aussi conservés, c’est- 
à-dire que l’angle de deux courbes de E est égal à celui des courbes 
correspondantes de £,. Car, soient Met M, ( fig. 107) les som- 
mets des deux angles; prenons sur chaque côté de l’angle M deux 
points, N et P, infiniment voisins de M, et joignons-les par un arc 
quelconque NP. Soient N, et P, les points correspondants sur », 


Fig. r07. 


M M, 


N N, 


et N,P, l'arc correspondant à NP. Les deux triangles MNP, 
M,N,P,, qui sont rectilignes à la limite, ont leurs côtés égaux 
chacun à chacun, puisque ces côtés sont des arcs correspondants 
de X et de X, ; leurs angles sont donc aussi égaux. €. Q. F.p. 


Exemples de surfaces applicables l’une sur l’autre. 
| )P 


457. Théorème de Bour. — Tout hélicoide est applicable sur 


une surface de révolution. 
Soit l’hélicoïde Ÿ, : 


(Z1) Dr COS, y =rsinvw, 3=/f(r)+aw. 


ds? =[1+f?(r)] dr?+2af'(r) dr do +(r?+ a?) du?. 
Cherchons s’il existe une surface de révolution E (n° 416) : 
(2) œ='u cos; Diewmsint, 3 —q(u), 
sur laquelle l’hélicoïde soit applicable. On a, sur cette surface, 
ds? = u?d02+[1+ %'2(u)] du?. 


Ecrivons ds, en complétant le carré formé par les deux 


Sn 
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derniers termes : 


dsi = (r?+ a?) [+ a ar + dis em Dn ETAT ) |” 


r? + a? r?+ a? 


Établissons maintenant, entre les deux surfaces Yet X,, la cor- 
respondance définie par les équations 


! r 1e OR ER 
(6) 0=w+a dr, u = Vr?+ a?, 
d’où l’on tire 
u du 


r = Yu? — a? AT = ——— 
Vu? — a? 


On peut écrire, en remplaçant r et dr par ces valeurs, 


à Pan cu at }ltes JV a) 
u? — a? 

+ (u— a) f(Ve a 
PU eue euh 


et l’on aura identiquement ds° = ds?, si l’on peut choisir la fonc- 


A , 


tion inconnue, (uw), de manière à vérifier la relation 


u?+ (u?— a? ) f'e(Vu?— a?) 


24 


1+02(u) — 
DATA u?— a? 


ou 
; k a+ (u2— a?) f'?( u?— a?) 
DA(u)— - , 
u?— a? 


Il suffit, pour cela, de prendre 


u?— a? 


Le théorème est donc établi; la surface de révolution est engen- 
drée par la rotation, autour de O3, de la courbe 3 —+(x) du 
plan des zx. | 


458. Cas particuliers. — 1° Surface de vis à filet carré. — 
On a, pour cet hélicoïde, f(r)— 0. Il est donc applicable sur la 
surface de révolution autour de Oz qui a pour méridienne, dans 
le plan z0 x, la courbe z = v(x), la fonction w(x) étant définie 
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p(&) = fx dr 


Cette courbe est ainsi 


par (7): 


AC a log(æx + Vz?— a?) + c'; 
c’est une chaînette qui a pour base Oz (n° 449). Donc : 


La surface de vis à filet carré est applicable sur une surface 
de révolution, engendrée par une chainette tournant autour 


de sa base. 
Si l’on écrit les équations paramétriques des deux surfaces : 


(Z4) RE COS PE TEE Lo, s = 00), 


(Z) Le COS y = usinb, z=alog(u + yu?— a?), 


les relations de correspondance (6) montrent qu’au point (w, r) 
de l’hélicoïde correspond le point (4, w) de la surface de révolu- 
tion défini par 

HET u = Yr?+ a. 


Donc les génératrices reclilignes (w — const.) de l’hélicoïde 
s'appliquent sur les méridiens (0 — const.) de la surface de révo- 
lution, et les hélices (7 — const.) de l’hélicoïde s'appliquent sur 
les parallèles (4 = const.). 


Surface de vis à filet triangulaire. — La courbe géné- 
ratrice de cet hélicoïde, dans le plan 30 x, est une droite qu’on 
peut supposer passer par l’origine sans diminuer la généralité, 
BEIC 


Alors /(2)= 7, JE 0 Et lonMtrourc are 


e(r)= far CU : _— 


On est ramené à une intégrale elliptique. Dans le cas particu- 
lier de À = 1, c'est-à-dire si les génératrices rectilignes de l’héli- 
coïde font un angle de 45° avec l'axe, on a 


es 


x dx 


Q(T)= | —— —= V/x2— a?. 
eh V 
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La méridienne de la surface de révolution sur laquelle l'hélicoïde 
est applicable est donc 3 — ÿ/x?— a?, c’est-à-dire x? — 3? — a?, 
hyperbole équilatère dont O3 est l’axe non transverse. 
Ainsi : 
La surface de vis à filet triangulaire, dont les génératrices 


sont à 45° sur l'axe, est applicable sur un hyperboloide de 
révolution à une nappe dont la méridienne est équilatère. 


Théorème de Gauss. 


459. Énoncé. — Gauss a démontré le théorème suivant : 


St deux surfaces sont applicables l’une sur l’autre, le 
produit des rayons de courbure principaux en deux points 
correspondants est le même pour les deux surfaces. 


Pour établir cette proposition, Gauss (Disg. circa superf. 
curvas, XI), par un calcul assez long qui ne sera pas reproduit 
ici, établit l'identité suivante où les notations habituelles sont 
conservées : 


4(EG — F2)(RT—S?) 


me Chan HN 2 HRPETES 
d 0 0 ‘Ou d du, 


+G( — — — + 


du du de du 0p 
Jp JE 0G 0E 9G L JE 0F 0G 0F OF 9F\ 
Ce 2. dp de ol 


ae DE OF 0Œ La) 


PE @F  dG 
—2(EG— +) ( ' ): 


00? Ou or Fou 

La vérification de cette identité n'offre aucune autre difficulté 
que la longueur des calculs : il faudrait remplacer E, F, G,R, 
S, T par leurs expressions connues (n° 409 et 412) en fonction 
île Le DEN APR 

du ou du dv ou? 
disparaissent. 

Le produit des rayons de courbure principaux, p4 eLo2, en un 


, --., et l’on verrait que tous les termes 


point de la surface 


LE RATE UE DAT CU CUR PAOPA TENUE 
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est égal, d’après l'équation (9) du n° 427, qui donne ces rayons 


de courbure, à 
EG — F2 
PUR TSI A) 


Or, en vertu de l'identité de Gauss, RT —S$? ne dépend que 
de E, F, G et de leurs dérivées partielles premières et secondes 
par rapport à w ete; on a donc | 


2 


» 0E dE 2G 
102 = fonction rationnelle de G FC 13 a) 
En d’autres termes, si E, F, G sont les mêmes fonctions de w 
et ? pour deux surfaces Set Z,, le produit p;p+, au point w, 6 de 
la surface Y, sera le même que le produit p, 0, au point &, # de la 
surface Z,. Or, quand deux surfaces sont applicables l’une sur 
l’autre, nous avons vu (n° 455, Remarque) qu’on peut les repré- 
senter paramétriquement : 


(£) Die QU), Lot 


(21) HE AT) URI E SA 


de telle sorte que E, F et G soient les mêmes fonctions de u,v 
pour les deux surfaces : le théorème de Gauss est donc établi (!). 


Surfaces applicables sur le plan. 


Le problème de déterminer toutes les surfaces applicables sur 
une surface donnée n’a encore reçu aucune solution générale : on 
ne sait le traiter que dans des cas particuliers, par exemple si 
l’une des surfaces est un plan. 

On va établir que : 


460. Théorème. — Les surfaces applicables sur le plan sont 
les surfaces développables. 


(:) On {donne souvent à l'inverse du produit p,p., des rayons de courbure en 
un point, le nom de courbure totale de la surface en ce point. 
De même, on appelle courbure moyenne de la surface au point considéré la 


] I I 
somme (= —- ë }. Les surfaces dont la courbure totale ou la courbure moyenne 
1 2 ; 


est constante ont donné lieu à de nombreuses recherches. 
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En effet, pour un plan, les deux rayons de courbure principaux 
en chaque point sont infinis; leur produit est donc infini. Par 
suite, d’après le théorème de Gauss, une surface applicable sur 
le plan aura, en chaque point, un rayon de courbure principal 


infini. 
S1 celte surface est z = f(x, y), l'équation aux rayons de cour- 


bure principaux, p, est (n° 428) : 


CE —— re PRE Mérisse— )=c: 
Vi+p?+ g? Vi+p?+ g? Vi p?+ q? 


et pour qu’en chaque point un de ces rayons soit infini, il faut 
et 1l suffit qu'on ait, quels que soient x et y, 


rl— Ss? = 0. 


Je dis que cette relation montre que la surface est dévelop- 


pable. 
On peut l'écrire, en effet, 
dp  dp 
CR US Er Le 
LOTO 0q 0gq 
œ y 


c’est-à-dire que le jacobien de p et q, par rapport aux deux va- 
riables x et y, est nul; et, par suite, p et q sont liés (n° 51) par 


une relation, 
qg = F(p). 


Le plan tangent à la surface z— f(x, y), au point x, y,5,a 
pour équation 
Z—3—=piX—-x)+q(Y—7), 


ou 
L=pX+qgY+(zs—pz—q}y) 


et l’on aura démontré que la surface est l'enveloppe d’un plan 
mobile dépendant d’un seul paramètre (c’est-à-dire est une déve- 
loppable), si l’on prouve que les coefficients du plan tangent, 
P; 43 —px—qy sont fonctions de l’un d’eux, p. Or, on a déjà 
q = F(p); tout revient donc à établir que 3 — px — qgy est fonc- 
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uon de p, c’est-à-dire que le jacobien 


(4000 ME ) tp x 

ae TPE IN) GET m7) 
| dp op | 
| 0x dy | 


est égal à zéro. 


En tenant compte deg —F(p},;ona 


DE 4 CDR NOD NERO 

a CPE N) ENS MO) EE (RSS) 
0 : . Op : 0p op \ 
y CRETE ENS; RTS en PR 


d'où résulte immédiatement que le jacobien ci-dessus est nul. 
Ainsi: Toute surface applicable sur le plan est développable. 


AGT. Réciproquement, toute développable est applicable sur le 
plan. En effet; considérons la développable lieu des tangentes 
à une courbe gauche C; nous pouvons supposer que les coor- 
données æ, y, z d’un point M de C sont données en fonction de 
l’are OM — 5, de cette courbe, compté à partir d’un point O quel- 
conque. On a alors, d’après le n° 401, et en désignant par # la 
courbure en M, 


(1) T+y?+z2=T, 

(2) æ'x"+ y'y"+z'z" = 0, 

(3) x'2+ 724 372 — k?, 

L', 1, mo Ctanties dérivées des, 97% DATA RO DRNDS 
Fig. 108. 


(L,Y,X) 


Cela posé, soit P(X, Y, Z) (fig. 108) le point situé sur la tan- 
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EN 
Le 
Co 


gente en M, à la distance v de ce point; on a 


SE Ÿ — vin Z=z p 


4 s: y; Fa ’ 3 


a Ÿ 3 Vz'?+y2+ 372 


d’où, en tenant compte de (1), 


He 
(4) Sy Hey" 
| Z2=3+03x. 


Ces trois équations définissent un point quelconque X, Y, Z 
de la développable lieu des tangentes à la courbe GC, en fonction 
des deux paramètres & et »; formons, sur cette surface, l’élé- 
ment ds?. 


On a 


ds? = dX?2-+ dY?+ d22=[(x' + ox") ds + x'dvP+.. 


.# 
et, en tenant compte de (1), (2), (3), 
G)) ds? = do?(1 + 0242) + 2 ds do + dv?; 


la courbure Æ est d’ailleurs une fonction connue de 5, k—v(5), 
puisque la courbe C est donnée. 

Cette expression de ds? est indépendante de la torsion de la 
courbe : si donc on considère une autre courbe, pour laquelle on 
ait aussi À — (sc), et dont la torsion varie d’une manière quel- 
conque avec l’arc, le ds?, sur la développable formée par les tan- 
gentes à cette courbe, aura également l’expression (5); c’est-à-dire 
que les deux développables seront applicables l’une sur l’autre, le 
point (5, ») de l’une correspondant au point (5, v) de l’autre 
(n° 453, Remarque). Or, il y a une courbe plane pour laquelle 
k = »(5)(n° 377); et comme la développable formée par ses tan- 
gentes n’est autre que son plan même, il en résulte bien que toute 
développable est applicable sur le plan. 


462. Remarque. — Soit (C7) la courbe plane pour laquelle 
k = 2(s); désignons par O, (fig. 109) le point origine des ares 
sur cette courbe. Le point P, qui, dans le développement sur le 
plan, correspond au point P(s, ) de la surface développable, 
aura aussi pour paramètres s et #, comme on l’a observé plus 


H. 30. 
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haut. En d’autres termes, pour obtenir P,, on prendra sur (C’) 
l'arc O, M, égal à o, c’est-à-dire à l’arc OM, et sur la tangente 
en M, on portera la longueur M, P, égale à #, c’est-à-dire à MP. 
En particulier, les génératrices reculignes de la développable 


Fig. r00. 


P; 


(5 — const.) s’appliqueront sur les tangentes de la courbe (C'); 
l’arête de rebroussement de C(v — 0) s’appliquera sur (C/). 


II. — REPRÉSENTATIONS CONFORMES: CARTES GÉOGRAPHIQUES. 


À63. Représentations conformes. — Cherchons à représenter 


une surface E : 

(=) 1} AR CDN VU): ss Qu, PA 
sur une surface Y, : 

(31) Telus Pa: LP 

avec conservation des angles. 


Supposons que la correspondance entre les points des deux 
surfaces soit établie par les relations 


(1) u= f(u,v), v=g(u, pv); 


on aura, sur la surface X, pour le carré ds? d’un élément d’arc 
quelconque, 


ds?= Eu, e) du? + 2F(u, ve) du dv + G(u, +) dy?; 
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et pour le carré ds?, dè l'élément correspondant sur £, (n° 455), 


ds? = € du?+ 25 du dv + Ç de?, 


CHULOr 


, 3, G étant des fonctions de forme connue de f, g, ri 


: 
C 

og 0g L s mr) EL » 0 1 Lo 
nm Lt dont l'expression a été écrite au n° 455. 

S1 la représentation est conforme, c’est-à-dire si elle conserve 
les angles, deux triangles infiniment petits quelconques corres- 
pondants, l’un sur Y, l’autre sur Y,, sont semblables, de sorte 

Ù 
quona (fig. 110) 

MN MP 
MN, MP 


Laissons fixes les points M et M,, ainsi que les points P et P,; 


MN 
MN: 
dants quelconques, partant l’un de M, l’autre de M,, est fixe, c’est- 


cette relation montre que le rapport de deux arcs COrrespon- 


Fig. 110. 


M 


(uv) 


à-dire indépendant de la direction de MN; en d’autres termes, 
uete étant donnés (c’est-à-dire M et M, étant donnés), le rapport 


ds? du? + 25 du de + G de? 
ds? Edu?+92F du de + G dr? 


. ? du ; ; hi < 
est indépendant du rapport ——; ce qui exige évidemment qu'on 
dv O 


ait, quels que soient w et», 


[es|K@) 
“| 


(2) 


Réciproquement, si les relations (2) sont satisfaites, quels que 
soient w, ©, la représentation (1) conserve les angles. En effet, les 
relations (2) expriment que le rapport de deux arcs infiniment 
petits correspondants, partant l’un d’un point M, l’autre du point 
correspondant M,, est indépendant de la direction du premier 
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are autour du point M; on a donc, autour de M, 


MN MP. 
MN: MP” 


de même, autour de N, 


NM NP 
NM NP,’ 


ce qui prouve que les deux triangles MNP et M,N,P, sont sem- 
blables : leurs angles sont donc égaux. CO En: 


On a donc finalement les deux relations (2) entre les deux 
fonctions inconnues f et g (et leurs dérivées), ce qui permettra 
de déterminer ces fonctions; le problème est donc possible, c’est- 
à-dire qu'on peut toujours faire la représentation conforme d’une 
surface sur une autre. 


464. Cartes géographiques. — Supposons que la surface Ÿ, soit 
un plan, et soient w’ et v' les coordonnées cartésiennes rectangu- 
laires du point de ce plan qui correspond au point w, 6 de Ÿ; 
u', #" sont des fonctions inconnues de w, v qu'il s’agit de déter- 


miner, Ona 
ds? — du"?+ dv”?, 


et la représentation conservera les angles si le rapport ds? : ds”, ou 


E du? +9F du de + G do? 
du'2+ dv'? 


2 


à ; ; du . 
est une foncuon de w et +, indépendante du rapport Soit 


À(u, ») la valeur de ce rapport; il vient 
(39 E du?+ 2F du de + G de? = À(du'? + dp'?). 


Voici comment on peüt trouver une solution particulière du 
problème, c’est-à-dire déterminer des fonctions w’, v', À, de w et », 
vérifiant identiquement cette relation. 

scomposons rinome u?+2F du dv e? en deux 

Décomp let E du? + 2F du de + G de? d 
facteurs, qui sont nécessairement imaginaires conjugués, car le 
trinome, qui représente un élément d’arc, ne peut s’annuler pour 


Ld 
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: du 
aucune valeur réelle de To 


(4) E du?+...=— (a du + 8 de)(ai du + Bd); 


4 et $ sont des fonctions de &w, #, et &,, 8, sont imaginaires conju- 
gués de &, 5. Or on démontrera, dans le Cours de seconde année, 
qu'étant donnée une expression 


a(u, e)du + Bu, ve) dv, 
on peut toujours trouver un facteur, (uw, e), tel que le produit 
p(a du + 8 de) 

soit la différentielle exacte d’une fonction o(u, 6). On à ainsi 
(5) p(adu+$de) = de, et de même bu (ai du + Bi de) = dy:, 
du, et, étant imaginaires conjugués de nm el ». L’équation (3), 
si l’on tient compte de (4) et (5), s'écrit alors 

de dei = up À(du'?+ dv'?), 
et l’on y saisfera identiquement en posant : 


du: +idv= dy, 


du'— 1 dv'= dy:, 


d’où 
u'+iw'—= 0, 
u'— ip" = %1, 
et 
) I 
Ts 


On a ainsi une détermination particulière, 
[4 J 4 J 
(6) A en UE Se PS Dr dm ol 


des fonctions inconnues w/ et #', c’est-à-dire une représentation 
conforme, ou carte géographique, de la surface sur le plan; au 
point (w, ) de la surface correspond, sur le plan, le point dontles 
coordonnées rectangulaires sont les valeurs (6) de u’ et v”. 


465. Il y a une infinité de manières de représenter ainsi une 


surface sur un plan. 
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Soient, en effet, une première carte où le point M de 1 surface 
ait pour A ee le point m du plan, et une seconde carte 
où il ait pour correspondant le point m,; l'angle de deux courbes 
partant de M sur la surface est égal à celui des couples de courbes 
correspondantes partant respectivement de m et m, sur le plan; 
il en résulte que la transformation plane, qui fait correspondre Île 
point M», au point m, conserve les angles. En d’autres termes, 
étant donnée une carte particulière de la surface sur le plan, et 
l’on sait en trouver une d’après le numéro précédent, on obtiendra 
toutes les autres cartes en faisant subir à la première toutes les 
transformations planes possibles qui n’altèrent pas les angles. 


466. Transformations isogonales du plan. — Le problème re- 
vient donc à déterminer toutes les transformations conformes 
du plan en lui-même. 

Soient X et Ÿ les coordonnées du point qui, dans une de ces 
transformations, correspond au point æ, y, 


ARE), NE O0 eV). 


Pour que les angles soient conservés, il faut et il suffit (n° 463) 
que Île rapport 


oP D EL Le, 
dX? + dY2 : ( D ne 0Y dy) 5x (a FRE Toy dy) 
uxt+ dy? dx? + dy? 
Lo , dy : +: 
soit indépendant de dy? Ce qui donne les conditions 
JP \ 2 1027 OP 2Q \? 
" Her mia 
: | PARU OO: 
0x 0Y 0x 07 


On peut écrire 


GC VE “ 


le dernier membre est égal à 1, d’après (3); on a donc, : repré- 
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sentant © 1: 


oP 2Q 

dæ "dy? 
(8) 

dE 0Q 

0Y RS O7: 


Ces relations, si s — +1, sont précisément celles qui expriment 
(n° 155) que P + :Q est une fonction de x+iy; et si e——1, 
elles expriment que P — :Q est fonction de x +iy. 

Donc, à toute fonction P + Qi d’une variable imaginaire æ+yi 
correspond une transformation plane 


MIA E OCT Re) 


qui conserve les angles; et réciproquement, si cette transforma- 
. tion conserve les angles, P + Qz(ou P— Q5) est une fonction 
de x + yi. 

Le problème des transformations conformes du plan en lui- 
même est donc le même que celui de la détermination de toutes 
les fonctions d’une variable imaginaire. 


Exemple. — La transformation par rayons vecteurs réci- 
proques, le pôle étant l’origine et la puissance étant Æ?, est dé- 
finie par les relations 

Sn 
X = K2——, NE nue, 
La me à BAEVE 

On sait, par la Géométrie élémentaire, qu’elle conserve les angles ; 
une des quantités X + YŸ doit donc être une fonction de æ + 1y. 
On a, en effet, 


SR Re Le 2. 
GE V2 T+Yyt 
Exemples. 


467. Sphère. — Si la surface X est une sphère (de rayon 1), 
on à (n° 416, 2°) : 
æ=-sin0 cos, y = sin6 sind, 21 COS 


ds? = d6?+ sin?0 dp?. 
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Pour faire la carte géographique de la sphère sur un plan, 
d’après la méthode du n° 464, décomposons df? + sin?0 dl? en 
deux facteurs : 


d02+ sin20 db?= (dû + i sin0 dY) (d0 2 {sin 0 4). 
Il faut maintenant trouver un facteur 1, tel que la quantité 
u (dd + isin0 d) | 


soit la différentielle exacte d’une fonction w(6, d) : on aperçoit 


de suite la solution LE > Car 


I 
sin Ô 


dô +isin0 dd) = d (iv+f an }: 


I 
sin 0 ( sin Ô 


De même 


I 1 dÔ 
———— —— 7 l ï == — ul , 
6 (40 tsin0 dd) a( + f 5) 


et l’on aura une carte géographique en faisant correspondre au 
point 4, Ÿ de la sphère le point w', s’ du plan tel que 


da 


Re À 
sin 0 
771 dh 
Up = —ib +) —; 
sin Ô 


c’est-à-dire, en remplaçant l'intégrale par sa valeur (n° 229), 


=) dû DT RE FUN 


Her 


fa 
u'+iv = 10 Hi) 
e 


Dans cette représentation, les méridiens (4 = const.) sont repré- 
sentés par des parallèles à l'axe des w/, et les parallèles (0 = const.) 
par des parallèles à l’axe des #’; c'est le système de carte de 
Mercator. 


Application. — Cherchons l’équation des courbes, dites 
loxodromies, qui coupent tous les méridiens sous un même 
angle donné, V. Sur la carte, ces courbes ont pour image les 


droites 
p'cotV = u' + h, 
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h étant une constante arbitraire; donc, sur la sphère, leur équa- 
tion sera, en vertu de (9), 
, () 
Ÿ'cotV — h — logtang - 
2 
ou. 


0 
tan -- —— e—h eŸ col V 
ÈS ; 


c’est-à-dire 


— )e'ÿcotV 
tang - — Àe7cotV, 


Do 


À étant une constante quelconque (n° 417). 


468. On peut déduire de ce qui précède, par la méthode des 
n% 465 et 466, tous les autres systèmes de cartes conservant les 


F9 111: 


angles : 1l suffira de faire correspondre au point 0, Ÿ de la sphère 


le point X, Ÿ du plan, défini par 
X=—=P(u,v), Y— Q(u, v), 
P +:Q étant une fonction de w'+ v'é, et u', v' étant remplacés 


par leurs valeurs (9). 
Par exemple, prenons 


P+iQ = et+viz eu’(cosv + rsine’), 


c’est-à-dire 
PET eus: (== en sin te; 


au point (0, L) de la sphère correspond, si l’on remplace w/, 6! par 


482 TROISIÈME PARTIE. — APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 


leurs valeurs (9), le: point du plan 
( ; oe 
X = tang = cos, Y = tang ; sin d. 


C’est la projection de Ptolémée, ou stéréographique, qui fait 
correspondre, à un point M de la sphère, le point m où la droite qui 
joint M à l’un des pôles, À, perce le plan de Pers (2 aa 

On a, en effet, 


mox = Ÿ, MAO = -; 


0 0 
Om OA .tang - = tang =» 


d’où, pour les coordonnées X et YŸ de m, 
() 
X = On cos — tang- cos db, 
| Mn 
Y = 0 msn tang = sin Ÿ. GC. 0. FU: 
469. Surfaces de révolution. — On a trouvé (n° #16) pour Le ds? 


sur la surface de révolution décrite par la courbe 3 = f(x), du 
plan des 3x, tournant autour de Oz, 


ds? = rde?+ [L+ÿ2(r)] dr? 
Décomposons en facteurs : 
r2 de?+[i+ f2(r)] dr?= (ir do +1 + f"?dr)(— ir dw +ÿi+f?dr). 
Un facteur u, tel que u(r do SEVEN TE dr) a une diffé- 


. Es I 
rentielle exacte, est évidemment = Car 


LL do + dr] à [io + [EVE FT]. 


On aura donc une carte géographique en faisant correspondre 
au point (7, w) de la surface le point w/, v’ du plan, défini par 


: R dr y —>— 
u'+ ip! — AO) + [FEV RIT), 
! : dr 
u'— ip =—1w + [EVE 
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c’est-à-dire . 


dr SA Se 
4 » 


# 


(LOST EE 
Ees méridiens (w = const.) sont représentés par des droites 
parallèles à un des axes de coordonnées; les parallèles (7 = const.) 
par des droites parallèles à l’autre axe. 
Les courbes qui coupent tous les méridiens de la surface de 
révolution sous un même angle V ont pour image, sur le plan, 


les droites 
PCOLV = + h; 


sur la surface, on obtiendra donc leur équation en remplaçant w/ 
et ’ par leurs valeurs (10) : 


Jr 
w COtV [+ I RE CRER, 


470. Ellipsoïde. — Soit en général une surface, sur laquelle, en 
fonction de deux paramètres w et # et de leurs différentielles 
du et de, le ds? ait pour expression : 


CCC ENAUIMONQNNLE NE CEST 


U étant une fonction de uw seul, et V de ? seul. 
Si l’on pose 


(11) = [ VU du: o'= [ VY dv, 


on aura 
du'?+ dv"? = U du? + V de?, 


el le quotient 


ds? 


, A K 
CREER PRESS, c’est-à-dire u, 9 
du'?+ dv'? o( ? ) 


sera indépendant de du et de : Îles équations (11) donneront 
donc (n° 463) une représentation conforme de la surface sur le 
plan des w/s'. L’ellipsoïde rentre dans cette catégorie de surfaces, 
en raison de l'expression de son ds? en coordonnées ellip- 


tiques (n° 447). 
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